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Aufgabe 1

Analysieren Sie die folgende Variante des Teleportationsalgorithmus, bei dem in Teil 2
die Reihenfolge der kontrollierten Px- und Pz-Gatter vertauscht ist.
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In welchem Zustand ist (ggf. abhéngig von den Messergebnissen) am Ende das unterste
Qubit?

Loésung:

Fiir die Fille, dass hochstens ein Gatter schaltet, ist die Reihenfolge irrelevant, d.h. am
Ende ist wie bei der normalen Teleportation das unterste Qubit im Zustand |U).

Bleibt der Fall, dass beide Messungen 1 ergeben:

Bei |¥) = a|0) + S 1) ist der gemeinsame Zustand der drei Qubits vor der Messung wie im
Skript hergeleitet

L( 100y ® (a]0) + B[1) ) +]01) ® (B0) + a[1) )
+10) @ (af0) - B1)) +[11) @ (- BJ0) + a[1))).

Bei der Messung von |11) kollabiert das letzte Qubits in den Zustand —-5|0) + «|1). Das
Pz-Gatter fithrt dann zu —3]0) — «|1) und das Px-Gatter dann zu - |1) — «|0) = —|¥).



Aufgabe 2

Analysieren Sie die folgende Variante des Teleportationsalgorithmus, bei dem in Teil 1
das CNOT-Gatter mit vertauschtem Kontroll- und Ziel-Qubit durchgefiithrt wird und die
Hadamard-Transformation nicht auf das erste sondern auf das zweite Qubit angewendet

wird.
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a) Welche Messergebnisse sind mit welchen Wahrscheinlichkeiten moglich, und in wel-
chen Zustand kollabiert dann jeweils das dritte Qubit.

b) Wie kann man im Teil 2 kontrollierte Gatter nutzen, damit am Ende das unterste
Qubit in einem Zustand ist, wie es |¥) zu Beginn war.

Losung:

a) Eine Analyse dhnlich wie bei der normalen Teleportation fiihrt zu folgenden Zustédnden:

Nach der Vorbereitung sind die unteren beiden Qubits das Bell-Paar %( 00)+[11) ).
Mit [¥) = a|0) + 5|1) sind die drei Qubits also im Zustand

(al0) + B11)) @ (Z5(100) +]11)))
= 55[000) + Z5[100) + 55 J011) + F5 [111).

Durch das CNOT-Gatter mit dem zweiten Qubit als Kontroll-Qubit und dem ersten
als Ziel-Qubit wird dies zu

55000) + % [100) + 55 [111) + % 011).



Durch die Haramard-Transformation angewendet auf das zweite Bit wird dadurch

< l0)e (L(10)+ 1)) @l0)+ Z5 1) & (Z5(10)+11))) @ [0)
vl e (L(0)-1))) o)+ Zloye (L(j0)-11)))eln)
= 1(]000) + «[010) + 3]100) + 3[110)
+a|101) - a[111) + 8]001) - B|011))
= 1(l00y @ (a[0) + B[1) ) +[01) ® (a[0) - B[1))
+[10)® (810) + a[1) ) +]11) @ (5]0) - a[1))).
Die Messung der ersten beiden Qubits ergibt also die Zusténde |00), |01), |10) oder

|11) mit jeweils gleichen Wahrscheinlichkeiten %. Dabei kollabiert das dritte Qubit
jeweils wie folgt:

1. Fall: Messung von [00): «|0) + 1),
2. Fall: Messung von [01): «|0) - 5]1),
3. Fall: Messung von [10): £]0) + «|1),
4. Fall: Messung von [11): £|0) — «|1).

b) Ist die zweite Messung 1, so muss die Amplitude von |1) mit —1 multipliziert werden
(Pz-Gatter). Ist die erste Messung 1, so miissen (ggf. anschlieend) [0) und |1)
vertauscht werden (Px-Gatter).

Damit erhélt man folgenden Schaltkreis zur Teleportation:
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Aufgabe 3

a) In welchem Zustand sind erstes und letztes Qubit (als 2-Qubit-System) am Ausgang
des Schaltkreises (ggf. abhéngig von den Messergebnissen)?
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b) Wie kann man das, was im Schaltkreis von a) passiert, interpretieren?

Loésung:

a) Durch die Vorbereitung werden zwei Bell-Paare erzeugt. Damit ist der Gesamtzu-
stand bei der ersten gestrichelten Linie

) = 5(100) +11) ) ® 75(100) +[11))
= 1(]0000) +[0011) +|1100) +|1111) ).
Nach dem CNOT-Gatter wird dies zu
o) = £(|0000) +|0011) +|1110) +[1101) ).
Durch das Hadamard-Gatter wird dies zu
[U1) =%(\0>®ﬁ(l0>+\1))®|00) + |0)® -5(/0) + 1)) ® [11)
+ 1)@ 5(|0) - 1)) @ [10) + |1)®ﬁ(|0>—|1>)®|01))
= 555(/0000) +[0100) ~ + |0011) +[0111)
+ |1010) - [1110) + [1001)-[1101)).

Bei der Messung der mittleren beiden Qubits kommen alle Félle [00), |01), |10) und
|11) gleich wahrscheinlich vor. Fiir die dufleren beiden Qubits ergibt sich jeweils

— falls |00) gemessen wird: %( 00) +[11) ),
— falls [01) gemessen wird: %( 01) +10) ),



— falls |10) gemessen wird:

(100) - [11)),
(01) - [10)).

— falls |11) gemessen wird:

S-Sk

Im letzten Teil erhalt man

— bei Messung |00): keine Modifikation; der Zustand bleibt (|OO) +[11)),

— bei Messung [01): (|01)+|10)) i %(|00)+|11)),

P
Z5([00) +]11)),
— bei Messung [11): 2=([01) - [10) ) = (]00) - [11)) % L(J00) +]11) ).
Man erhélt also in jedem Fall den Bell-Zustand (|OO) +[11)).

— bei Messung |10): %( 00) - 11) ) =

I

b) Man teleportiert die Verschrankung.

Aufgabe 4

Analysieren Sie die folgende Variante der dichten Codierung, bei dem in Teil 2 das CNOT-
und Hadamard-Gatter ,,gespiegelt® sind.
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Losung:

Fiir die vier verschiedenen Maoglichkeiten fiir x und y sind im Folgenden jeweils die
Zustéande der beiden Qubits nach der Vorbereitung (dort immer das Bell-Paar (|00)
|11))), nach Teil 1, nach dem CNOT-Gatter und vor der Messung dargestellt.

1. Fall: x =0 und y = 0:

5(100) +]11)) = —5(100) +[11)) = —5([00) +]01)) = [0)®[+) = [00).



2. Fall: x=0und y=1.

Z(100) +[11)) = S5([10)+]01)) = 5([10)+[11)) = [1)@]+) ~ [10).
3. Fall: x=1und y =0.
Z5(100) +[11)) = F5(]00) =[11)) = Z5(100)-]01)) = [0)@|-) ~ [01).

4. Fall: x=1und y=1.
55(100)+[11)) = J5(=[10)+[01)) = Z5(-[10)+[11)) = -[1)®|-) ~ -[11).

Bei der Messung spielt das Vorzeichen (insbes. das ,,—“ im 4. Fall) keine Rolle. Man erhilt
also nach der Messung die urspriinglichen Bits, allerdings in anderer Reihenfolge.



