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Aufgabe 1

Betrachtet werden die Zustande

|¥;) = 0.7]00) +0.1|01) +0.5]10) + 0.5 |11},
|W,) = \/115|00)+\/1—15|o1)+\/%|10)+\/%|11).

Das zweite Qubit wird jeweils gemessen.

Mit welcher Wahrscheinlichkeit erhélt man |0) bzw. |1), und welche Zusténde erhélt man

dann?

Was fallt bei |Uy) auf? Haben Sie eine Erklarung?

Loésung:
Bei |\Ij1>2
e Man erhilt |0) mit Wahrscheinlichkeit 0.72 + 0.52 = 0.74; der resultierende Zustand
1st
1
———(0.7]00) +0.5|10) ) ~ (0.81]0) +0.58|1) ) ®|0).
T5=5(0.7100)+05[10) ) ~ (08110} +0.581) ) & )
e Man erhilt |1) mit Wahrscheinlichkeit 0.12 + 0.52 = 0.26; der resultierende Zustand
1st
1
——(0.1]01) +0.5|11) ) ~ (0.20]0) +0.98|1) ) ®|1).
Zo5e (01101 + 0511 ) = (0:20(0) +0.9811) ) o 1)
Bei [W,):
e Man erhélt [0) mit Wahrscheinlichkeit = + 2 = 12 = 2; der resultierende Zustand ist
1
(VE E0) = (Vi +Em)ep.



e Man erhélt [1) mit Wahrscheinlichkeit = + -5 = & = 3; der resultierende Zustand ist

ZRVE I = (Vi i) en),

Die resultierenden Zusténde sind im ersten Qubit gleich. Das liegt daran, dass |¥5) sepa-
rabel ist:

W) = (V32 ) e (/2100 +\/51):

Beim Messen erhélt man entsprechend des zweiten Qubits |[0) bzw. |1) mit der Wahr-
scheinlichkeit % bzw. %; beim Messen bleibt das erste Qubit unveréndert erhalten.

Aufgabe 2
1 9 1 0O 1 2
SeiA=( 5 O)undB= -2 -1 0 -1
0 2 3 0

a) Berechnen Sie A® B und B ® A.

b) Seia=(1) undbz(_il).

Berechnen Sie (A-a)® (B-b) und (A® B)-(a®b).

Losung:

a)

1 0 1 2 1 0 1 2
1-|-2 -1 0 -1 2-]-2 -1 0 -1
Ao B - 0 2 3 0 0 2 3 0
1 0 1 2 1 0 1 2
31-2 -1 0 -1] 0-]-2 -1 0 -1
0 2 3 0 0 2 3 0

1 0 1 2 2 0 2 4

-2 -1 0 -1 -4 -2 0 -2

o 2 3 0 0 4 6 0

" 1-3 0 -3 -6 0 0 0 0}
6 3 0 3 0 0 0 0
0 6 -9 0 0 0 0 0
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Aufgabe 3

. 1 0 0 -2 1 0 4 3
a) SelA—(2 1),3—(3 4),5—(0 1),T—(2 1).

Berechnen Sie (A-B)® (S-7T) und (A®S)-(BeT).
b) Sei AeC?3, Be(C33 S eC6 und T e C6*7.

Welche Dimensionen ergeben sich bei der Berechnung von
(A-B)®(S-T) bzw. (A®S)-(BeT)?

Kontrollieren Sie auch, dass man die Produkte alle bilden kann.

Losung:

2)

0 0 -8 —6
0 -2\ (4 3 0 0 -4 -2
AB T: =
(A-B)®(5-T) (3 0)®(2 1) 29 0 ol
6 3 0 0
1000\ /[0 0 -8 -6 0 0 -8 -6
0o100|l]o 0 -4 2 0 0 -4 -2
A BT: . =
(A®5)-(BeT) 201 0|12 9 16 12 129 0 0
0201/ \6 3 8 4 6 3 0 0

b) Wegen der gemeinsamen Dimension 3 kann man A- B bilden und erhélt eine Matrix
aus C2.

Wegen der gemeinsamen Dimension 6 kann man S-7" bilden und erhélt eine Matrix
aus C¥7.

Das Tensorprodukt (A-B) ® (S-T') hat dann die Dimension (2-4) x (5-7) = 8 x 35.
Das Tensorprodukt A ® S hat die Dimension (2-4) x (3-6) =8 x 18.
Das Tensorprodukt B ® T" hat die Dimension (3-6) x (5-7) = 18 x 35.

Wegen der gemeinsamen Dimension 18 kann man (A®S)-(B®T) bilden und erhlt
eine Matrix aus C8*35,



Aufgabe 4

Statt der (gleichzeitigen)  Ausfithrung der
Hadamard-Transformation auf die beiden Qubits — 1 p

eines 2-Qubit-Registers sollen die Transformatio-
nen nacheinander durchgefiihrt werden: Zunéchst H —
fiir das erste, dann fiir das zweite Qubit.

a) Wie lauten die einzelnen (4 x 4)-Transformationsmatrizen, also fiir die Hadamard-
Transformation nur fiir das erste bzw. nur fiir das zweite Qubit?

b) Wie berechnet sich dadurch die Gesamt-Transformationsmatrix?

Loésung:

a) Die Transformationsmatrizen fiir die Hadamard-Transformation nur fiir das erste
Qubit ist

1 0 1 0
1 1 1 0 01 0 1

U=Hel = L ® = L
o Rl L1 PR IR S
01 0 -1

Die Transformationsmatrizen fiir die Hadamard-Transformation nur fiir das zweite

Qubit ist
1 1 0 0
10 1 1 1 -1 0 0
V=10H = ® - = X
(0 1) ﬁ(1 —1) Vilo 0 1 1
0 0 1 -1

1 1 0 0 1 0 1 1 1 1 1

V_U=L1—100 Jor oo 1 -1 1 -l
v2lo 0 1 1| 2l1 0 -1 v2l1 1 -1 -1[

0 0 1 -1 01 0 -1 1 -1 -1 1

was H ® H entspricht.

Dies erhélt man auch durch die Rechnung

(IeH)- (Hel) = (I-H)®(H-I) = H® H.



Aufgabe 5

Das Blockschaltbild rechts erzeugt beim Eingangs— @
zustand a®b = |0) ®|0) den Bell-Zustand —= (|OO)

11)). b

Welche Zusténde ergeben sich bei

a®b=10)®|1), a®b=|1)®|0) bzw. a®b=|1)®|1)?

Uberlegen Sie sich das Ergebnis

D—2

a) durch , Verfolgung® der einzelnen Qubits bzw. des gesamten Zustands,

b) durch eine Matrix-Vektor-Multiplikation mit der entsprechenden Transformations-

matrix 7.

Berechnen Sie jeweils die Concurrence der Ergebnis-Zusténde.

Zur Information: Auch diese resultierenden Zustinde nennt man Bell-Zustdinde.

Loésung:

a) Sei |¥) der Zustand nach Anwendung des Hadamard-Gatters auf das erste Qubit.

e Beia®b=[0)®[1) ist [¥) = J5([0) + (1)) ®[1) = J5(]01) + [11)).

Das Ergebnis ist also (\01 +10)).
e Beia®b=|1)®|0) ist |[¥) =

%IH

00) -

~

Das Ergebnis ist also == - [11)).

V2
e Beia®b=|1)®|1) ist |[¥) =

v Qll)_l
S

Das Ergebnis ist also 12( - [10)).

5(10) - 11)) ®10) = Z5(100) -

|10)).

(o) -1) @ 1) = Z(lo1) - [11)).

b) Die Transformationsmatrizen fiir die Hadamard-Transformation nur fiir das erste

Qubit ist
1 0 1
1 1 10 01 0
U=Hel =% ® = =
ﬁ(l —1) (o 1) Vil1 0 -1
01 0



Damit ist

T = CNOT-U
1 000 10 1 0 10 1 0
joroof ,Jor o 1|_ ,f01 0 1
“looo 1] v2l10 -1 0} V2101 0 -1
0010 01 0 -1 10 -1 0

Da |01), |10) bzw. |11) dem zweiten, dritten bzw. vierten Einheitsvektor entspricht,
erhélt man das Ergebnis durch Multiplikation von 7" mit dem entsprechenden Ein-
heitsvektor; dies ergibt die entsprechende Spalte von T'.

Fiir jeden Ergebniszustidnde erhédlt man die Concurrence 1, d.h., die Zustédnde sind maxi-
mal verschrankt.

Aufgabe 6

Welcher Zustand wird durch den Schaltkreis rechts 0) —— RYoe

(in Abhéngigkeit von «) erzeugt?

D—2

0)

Wie grof} ist dessen Concurrence?

Loésung;:
Nach dem RY,,-Gatter hat man den Zustand
(cosar|0) +sina|l) ) ®[0) = cosa|00) + sinar[10).
Durch das CNOT-Gatter wird dies zu
|U) = cosa|00) +sina|11) = 0
sin o
Die Concurrence von |¥) ist (wegen sin(2«a) = 2sin acos )

C(J¥)) = 2-|cosa-sina—-0-0] = |sin(2a)|.



Aufgabe 7 (mit Qiskit, 5 Punkte)

Experimentieren Sie in Qiskit, mit welchem Schaltkreis man den Zustand

) = 2100) + 2[10) + } |11)

erzeugen kann.

Tipp: Die Concurrence von |¥) und Aufgabe 6 kénnen beim Experimentieren hilfreich
sein.

Loésung:

Eine Idee ist, eine Schaltung &hnlich wie bei Aufgabe 6 zu nehmen, und anschlieBend auf
den beiden Qubits geeignete Drehungen durchzufiihren, also:

0) —— RY2, [ RYop —
0) B— RYy ——

Da die Concurrence unabhéngig von der Anwendung von Transformationen auf einzelnen
Qubits ist, ist die Concurrence des resultierenden Zustands nicht abhéngig von [ und -,
also nur abhingig von «. Entsprechend Aufgabe 6 ist sie gleich sin(2«). Dies muss der
Concurrence von |¥) entsprechen. Wegen

C(lw) = 2:3:3-0-3 = 4
ist

o = %-arcsin% ~ 0.23.
Nun kann man mit S und = experimentieren.

Tatsachlich kann man mit
£ ~ 1.695154 und v ~ 0.519154

eine Einstellung finden, die |¥) erzeugt.

Aufgabe 8

Wie lautet die Transformationsmatrix CNOT,_,

zu einer CNOT-Transformation, bei der das zweite
Qubit das Kontroll-Qubit und das erste das Ziel-
Qubit ist?

+—D




Loésung:

Die Basiszustéinde werden folgendermaflen abgebildet:

(§)-mr-0-(§). (7)== ()
(1)- 100 (1) (1)-1-o0- ()

CNOT4., ergibt sich aus den entsprechenden Spalten:

CNOTQ_,l =

oS O O
= o O O
o = O O
o O = O

Aufgabe 9
Betrachtet werden die beiden dargestellten Schaltkreise:

! !

Uberlegen Sie sich, dass zwar die zweifache Anwendung des Hadamard-Gatters den Ut-
sprungszustand liefert, dass aber die beiden Schaltkreise unterschiedlich sind.

Losung:

Beispielsweise wird |00) im linken Schaltkreis durch das Hadamard-Gatter und CNOT aus
den Bell-Zustand %( |00) +[11) ) abgebildet. Das zweite Hadamard-Gatter fiihrt dann zu

(L5 (10) 1)) ©10) + (1)~ [1)) 1)) = £(J00) +[01) + [10) - 1)),

wéhrend |00) im rechten Schaltkreis unveridndert bleibt.



Aufgabe 10 (doppelte Punktzahl)

Welche Zusténde ergeben sich durch ein CNOT-Gatter angewendet auf a ® b mit a,b €
{]0),]1),]+),|-)} und a als Kontroll-Qubit und b als Ziel-Qubit. Berechnen Sie die ent-
sprechenden Tabelleneintrége.

a=l0) | a=) | a=p) | a=|)
b=10)
b=1) ¢ T )
b=+ b —
b=I-)

Welche der resultierenden Zusténde sind separabel? Stellen Sie in dem Fall das Ergebnis
als entsprechendes Tensorprodukt an.

Losung:
e Fiir a =10) bleibt b unverdndert; man erhélt also [0) ® b
e Fiir a =11) flippen |0) und |1) bei b:
0) = [1), 1) ~]0),
[+)= (100 +11)) = Z5(1)+[0)) =+,
)= (0 -10) = (1) -10)) =1

Dabei bleibt der Zustand unverschrankt.

e Fiira =|+) oder a = |-) und b = |0) oder b = |1) erhdlt man die maximal verschréinkten
Bell-Zusténde:

+)®10) = 55(100) +[10) ) = J5(100) +]11))
H)e1) = Z(lo1)+[11)) » Z5(Jo1) +[10))

0) = Z5(J00) ~[10) ) = J5(]00) - [11)).
-y @ 1) = 55([01) = [11)) = J5(]01)-]10))

e Ist b = |+), so dndert sich b weder bei a = |0) noch bei a = |1), also auch nicht bei
irgendeiner Uberlagerung, insbesondere auch nicht bei a = |+) oder a = |-).

10



e Fira=

e Ahnlich kann man nachrechnen, dass |-)

|[+) und b = |-) erhélt man

[+) @)

%(|)+I1)) 2(|0)—|1))
1(]00) - |01) + |10) - |11))
5(lo ) 01) +[11) - [10))

1(100) - 101) - 10) +]11) )
10y -11)) @ Z5(j0)-11))

= Hel).

® |-) auf |[+) ® |-) abgebildet wird. Das

ergibt sich aus der dem vorherigen Punkt und der Tatsache, dass U zu sich selbst

mvers ist.

Insgesamt erhélt man die folgende Tabelle:

a=0) a=|1) a=+) a=|-)
b=10) 100) 11) 75 (100) +111) ) | Z5(00) -[11))
b=|1) 01) [10) 25(101)+[10)) | J5(lo1) - [10))
b=|+) 0) @ |+) 1) e+) +) @ [+) ) @ [+)
b=|-) 0)@|-) nel-) ) el-) +) ®-)
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