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2. Ubungsblatt zur Vorlesung
Quanten-Computing

Aufgabe 1
Sei

@) = J5(10)+]1)) und [@) = F[0)+L2)1).

Berechnen Sie |¥;) ® [U,) als Uberlagerung der Basiszustéinde und rechnen Sie konkret

nach, dass die Summe der Quadrate der Vorfaktoren gleich 1 ist.

Loésung:

V) ® [ Wy)

(o) +1)) @ (310) + £[1))
= 51=100) + 22 |01) + 515110 + 22 |11)

Die Summe der Quadrate der Vorfaktoren ist

2 2 2 2
(32"~ GRY + () + G = deteiet =1

Aufgabe 2

a) Berechnen Sie die Tensorprodukte

B)e(5) (B)e(a) (0)=2) e (1)< (3)

b) Berechnen Sie die Tensorprodukte
1 1

(g)@) -4 und |4 ®(§)
2 2
c¢) Berechnen Sie die Tensorprodukte

((5)o())+2) m ()=((4)=0))



Loésung:




Aufgabe 3

Betrachtet werden die Zustande

[Ty) = 0.7]00) +0.1]01) +0.5[10) + 0.5[11)
[Wy) = 0.8]00) +0.4]01) +0.4|10) +0.2[11) .

a) Rechnen Sie jeweils nach, dass die Summe der Quadrate der Vorfaktoren gleich 1

ist.

b) Berechnen Sie die Concurrence der beiden Zusténde.

¢) Welcher der beiden Zustéande ist separabel? Geben Sie eine entsprechende Zerlegung

al.

Loésung:

a) o 0.72+0.12+0.52+0.52 = 0.49+0.01 +0.25+0.25
e 0.82+0.42+0.42+0.22 = 0.64+0.16 +0.16 + 0.04

b) C(|T,)) = 2-0.7-0.5-0.1-0.5 = 2-0.3 = 0.6.

2.10.16-0.16| = 0.

C(|¥y)) = 2-10.8-0.2-0.4-0.4]

c) |Wy) ist separabel. Es ist

0.8 2'(0.4
[Ws) =

0.2

- (= (3))e 5 (32))

o NN O

)0




Aufgabe 4
Fiir den Zustand |¥) eines 2-Qubit-Quantenregisters gelte

7Yoo \- (’710 )

|\Il) _ | o | _ Y11 _ ()\)®(’710)'
Y10 Y10 1 Y11
Y11 711 )

Nutzen Sie die Normierungsbedingung von |¥), um zu zeigen, dass es ein p gibt, so dass

A
die Vektoren l% : ( 1 ) und g - (%0) die Lange 1 haben, man also
711

WGPt

als Tensorprodukt zweier Qubits darstellen kann.

Losung:
Wegen der Normierung von |¥) gilt

1 |”Y00|2 + |’701|2 + |’Y10|2 + |’711|2

IAyi0l* + [Myaa]? + ol + [y
|)‘|2 ) (|710|2 + |711|2) + |710|2 + |“Y11|2
(|)‘|2+1)'(|710|2+|711|2)- (*)

Damit p - (%1) die Lénge 1 hat, kann man p = |“/1o\2+|v11|2 wéhlen. Dann ist

-(3)1 - PR = VP AR+ T,

\710|2+|’m

was wegen (*) gleich 1 ist.

Aufgabe 5

Zeigen Sie, dass die Concurrence immer kleiner oder gleich 1 ist, also dass fiir a, b, c,d € R
mit a?+b% + % +d? =1 gilt:

2-lad —bc| < 1.



Tipp: Ersetzen Sie die 1 rechts durch die Normierungsbedingung, quadrieren Sie ggf. beide
Seiten, bringen Sie alles auf eine Seite und suchen Sie mittels geeigneter binomischer
Formeln nach quadratischen Ausdriicken.

Losung:
Entsprechend des Tipps reicht es zu zeigen, dass gilt
(2 |ad - bc|)2 < (aP+b?+7+ d2)2
< Og(a2+62+02+d2)2—(2~|ad—bc|)2. (%)
Es ist

(2 |ad - bc|)2 = 4-((ad)* - 2(ad)(bc) + (be)?) = 4a*d® - 8abed + 4b?c?

und
(a2 +2+ 2+ d2)2 = at+ b+t dP + 20707 + 2022 + 2a2dP + 2072 + 202 dP + 22 dP.
Damit gilt
(a2+02++d?)" = (2-]ad - be|)’
= at+b* + A+ d + 20°0% + 2622 + 2a2d? + 2% + 20%2dP + 22 AP
- (4an2 — 8abed + 4b2c2)
= a*+b* + A+ d* + 20%0% + 202 - 202 d? - 207 + 20%d? + 2¢%d? + Sabed
= (a* - 2a*d* + d*) + (b*-2b%c* +c)
+2(a?b? + 2abed + 2d*) + 2(a*c® + 2abed + b*d?)
= (a®>-d*)? + (B*-c*)?+2(ab+cd)* + 2(ac+bd)*> > 0.
Alternative:

Den Betrag auf der rechten Seite von (*) kann man wegen des Quadrats weglassen; dann
kann man mittels der dritten binomischen Formel umwandeln:

(612+192+02+d2)2—(2-(acl—bc))2
= ((a2+62+c2+d2)+(2-(ad—bc)))-((a2+b2+02+d2)— (2-(ad—bc)))
= (a2+2aal+d2 + 1)2—2bc+62)-(a2—2aal+d2 + b2+2bc+62)
= ((a+d)? + (0-0)?)-((a-d)* + (b+0)?)

Dies ist offensichtlich groBler oder gleich Null.



Weitere Alternative ohne initiales Quadrieren:

Ist ad — be > 0, so ist |ad — bc| = ad — bc und zu zeigen ist

2(ad-bc) < 1 = a®>+b*+c* +d?
< 0 < a®+b+c*+d*-2(ad - bc)
a®-2ad+d* + b+ 2bc+ c?

(a—d)* + (b+c)?,

was offensichtlich stimmt.

Ist ad — bc > 0, so ist |ad — be| = —(ad - be) = be — ad und man rechnet &hnlich nach, dass
die Ungleichung stimmt.

Aufgabe 6
Betrachtet wird der (maximal verschrénkte) Bell-Zustand |¥) = %( 00) +[11) ).

a) Auf das erste Qubit wird ein RY,,-Gatter angewendet, also eine Drehung um den
Winkel a. Zeigen Sie, dass der resultierende Zustand auch maximal verschrénkt ist.

b) Welchen Zustand erhélt man, wenn man auf beide Qubits ein RY,,-Gatter anwen-
det?

Losung:

. cosa —sino
a) Esist RYoq =1 . , also
sina cosa

RY5,[0) = cosa|0) +sina|l) und RYs,|1) = —sina|0) +cosa|l),

so dass man folgenden Zustand erhélt:

((cosaloy+sinall))@[0)+ (- sinal0) + cosall)) @[1))

[\]

= —(cosa|00) +sina[10) — sin [01) + cos e [11) ).

S

Die Concurrencs dieses Zustands ist
CosSQ COSQu —sina sina | 2| cos? o + sin? «
V2 V2 V2 V2 2

d.h., der Zustand ist weiter maximal verschrankt.

2|

| =1



b) Man erhélt

((cosa\O) +sina|l)) ® (cosal0) +sina|l))

Sl

+(—sina|0>+cosoz|1))®(—Sina|0>+cosa|1>))

iy

(C082 |00) + cosasina( |01) +]10) ) + sin® ar[11)
+sin” & [00) — cos avsinar( |01) +]10) ) + cos? v [11) )

= i(|00)+\11)),

V2

also wieder den urspriinglichen Bell-Zustand.

Aufgabe 7
Betrachtet wird
o) = 2100) + 4j01) - [11).

Nun wird auf das erste Qubit die Transformation U; und auf das zweite Qubit die Trans-
formation U, mit

1 (1 -2 1 3 1
-5 ) e v 4]

angewendet.
a) Welchen Zustand |¥;) hat man nach Anwendung der Transformationen?

b) Berechnen Sie die Concurrence von |¥,) und von |¥y).

Losung:
a) Wegen
Uifoy = Lj0)+Z[1),  Ui1) = -Z[0)+ 1)
1 NG VAR ! V5 Vel
U210) = F510)- 511, Tel1) = s l0)+ A5h)



1st

7510)

F 1))

—%|o>+%|1>)®(%|o> 201)

= 57 (L) +2[1)) & (3[0) - 1]1))
3.ff(1|o>+2|1>)®(1|0>+3|1>)

(-2[0)+1[1)) e (1[0)+3]1))

=
=
Il
Wi
+
Sl
S
+
Sl
=
~
®
—~
ﬁw
[e=)
=

N W Wl

4
ﬁ

B 3#5@

= 52(2(3100) - 1]01) + 6 10) - 2[11) )
+1]00) +3[01) +2|10) + 6|11)

~2(~2/00) - 6/01) + 1[10) +3]11) ))

= —A-(6100) - 2]01) + 12[10) - 4]11)
+1]00) +3[01) +2[10) + 6|11)
+4100) +12[01) - 2[10) - 6]11) )

= —A=(11]00) + 13|01) + 12[10) - 4]11) )

und

Q
=2
|

= 275 () - mJﬁ

- 44 -156| = <200 = 5 = C(|¥y)).

E" 450



