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Aufgabe 1
Es wird folgendes Spiel betrachtet:

Alice und Bob sitzen in unterschiedlichen Rdumen. Eine Spielrunde besteht darin, dass
ihnen eine Farbe (rot oder schwarz) gezeigt wird, und sie daraufhin ,c* oder ,d*“ sagen
sollen. Ob rot oder schwarz gezeigt wird, ist zuféllig und bei Alice und Bob unabhéngig
voneinander. Sagen beide den gleichen Buchstaben (,,c* bzw. ,,d*), so wird das Ergebnis
mit +1 bewertet, bei unterschiedlichen Buchstaben wird das Ergebnis mit —1 bewertet.

Es werden viele Runden gespielt und die Mittelwerte ma.; g, MAx B:s, MA:sBxr UNd MA s B
der Punktzahlen bei den vier Kombinationen (,,beide: rot“, , Alice: rot, Bob: schwarz®,
»Alice: schwarz, Bob: rot®,  beide schwarz*) gebildet.

Ziel ist, den Wert
S = MA:rB:r + MA:rB:s + MA:sB:r — MA:sB:s

Zu maximieren.
a) Welchen Wert S erhéilt man, wenn Alice und Bob stets ,,c* wahlen?

b) Welchen Wert S erhilt man, wenn Alice stets ¢ wihlt und Bob stets bei rot ,,c*
und bei schwarz ,,d“?

c) Welchen Wert S erhilt man, wenn Alice und Bob jeweils gleichverteilt zufillig ,,c*

und ,,d“ wahlen?

d) Uberlegen Sie sich weitere Strategien, und berechnen Sie den entsprechenden Wert
fiir S.

e) Welchen Wert S erhdlt man, wenn Alice und Bob sich verschriankte Bell-Paare

%( |00) +|11) ) teilen und folgende Strategie nutzen:

Wenn Alice die Farbe rot gezeigt wird, misst sie ihr Qubit in der Standard-Basis,
bei schwarz in einer um 45° gedrehten Basis. Wenn Bob nach rot gefragt wird, misst
er sein Qubit in einer um 22.5° gedrehten Basis, bei schwarz in einer um -22.5°
gedrehten Basis. Beim Messergebnis 0 wéhlen sie ,,c*, beim Ergebnis 1 ,,d*.



Loésung:

a) Da Alice und Bob immer den gleichen Buchstaben wihlen (z.B. immer ,,c¢*) erhalten
sie immer +1 als Ergebnis, also
MAxrBr = MAxrBs = TMAss,Br = MAisBs = 1
und damit S=1+1+1-1=2.
b) Es ist

Mma.rBr = 17 MA:xrB:s = _17 MA:sBr = 1 und MA:sB:s = _]-7

und damit S=1+(-1)+1-(-1) =2.

c¢) In allen Farb-Kombinationen hat man gleich wahrscheinlich Ubereinstimmung und
nicht-Ubereinstimmung, d.h., alle Mittelwerte sind 0 und damit auch S = 0.

(Eigentlich miisste man hier ,, Erwartungswert® statt , Mittelwert“ nehmen; die Mit-
telwerte approximieren die Erwartungswerte und néhern sich also mit zunehmender

Rundenanzahl der Null.)

d) Es gibt viele andere Strategien, z.B., dass Alice stets ,,c“ und Bob stets ,,d“ wahlt,
so dass das Ergebnis stets —1 ist, also §'=(-1) + (1) + (-1) - (-1) = -2.

e) Dies entspricht genau der Uberpriifung auf Verschriinktheit beim E91-Protokoll.
Wie im Skript ausgefiihrt, erhilt man S = 2¢/2 ~ 2.82.

Aufgabe 3

Entsprechend des Schaltkreises wird ein Bellpaar erzeugt, das an Alice und Bob verteilt
wird. Eve hat sich aber mit einer entsprechenden Schaltung eingeklinkt.

0) — H T Alice
0) P T Bob
|0) % Eve

a) Welcher Zustand steht am Ausgang der Schaltung?

b) Alice misst in der {|+),|-)}-Basis. Mit welcher Wahrscheinlichkeit erhélt sie |[+) bzw.
-)?
¢) Wie kollabiert der Zustand, wenn Alice als Messergebnis |+) erhélt und mit welcher

Wahrscheinlichkeit erhilt Bob bei einer anschlieBenden Messung in der {|+),|-)}-
Basis |+) bzw. |-)?



Loésung:

a) Nach dem Hadamard- und CNOT-Gatter teilen sich Alice und Bob ein Bell-Paar;

der gemeinsame Zustand mit Eve ist dann also

Z(100) +[11) ) ®[0) =

75([000) +[110) ).

Durch das zweite CNOT-Gatter wird dies zu

75(1000) +[111) ).

b) Wegen |0) = %(|+) + |—)) und |1) = %(|+) = |—)) ist

—5([000) +[111)) =

L(L (1) +1)) @100) + L5(1+) - 1)) o 1))
1([+00) + [-00) + |+11) - |-11))

(1+y® (100} +[11)) +|-) © ([00) - [11))).

Also wird mit gleicher Wahrscheinlichkeit |+) und |-) gemessen.

c) Entsprechend der Rechnung bei b) kollabiert der Zustand beim Messergebnis |+) zu

[+) ® 75(100) +[11))

|+>®%(%(|+>+|—>)®|o>+%(|+>—|—>)®|1>)
= |+) ® L(|+0) +|-0) + |+1) -

)
Hye3(1+) e (0)+[1))+[-) @ (j0)-]1))).

Bob erhilt also bei einer Messung in der {|+),|-)}-Basis gleich wahrscheinlich |+)

bzw. |-).

Aufgabe 4

Betrachtet wird die gleiche Situation wie in Aufgabe 3.

Alice und Bob fithren eine Uberpriifung auf Verschrinkung entsprechend des E91-
Protokolls durch. Welchen Wert fiir S erhalten sie?

Losung:

Entsprechend Aufgabe 3a) hat man den Zustand (|000) +]111) ).

1. Fall: Alice misst in der Standard-Basis.

Dann erhilt sie mit gleicher Wahrscheinlichkeit |0) bzw. |1), und der Zustand kolla-

biert zu |000) bzw. |111).



Erhalt sie |0), und misst Bob den kollabierten Zustand [000) in einer um +22.5° ge-
drehten Basis {|¢o), |[#1)}, so erhilt er |¢g) (also iibereinstimmende Messergebnisse)

mit der Wahrscheinlichkeit cos?(22.5°), unterschiedliche Messergebnisse also mit der
Wahrscheinlichkeit sin®(22.5°)

Entsprechend gilt dies, wenn Alice |1) misst.
Also ist

E(A=0° und B=#22.5°) = cos’(22.5°) - sin*(22.5°) = .

2. Fall: Alice misst in der um 45° gedrehten Basis.
Dies entspricht einer Messung in der {|+),|-)}-Basis.

Bei dem Messergebnis |+) kollabiert der Zustand wie in Aufgabe 3c¢) berechnet so,
dass sich anschlieBend Bob und Eve die Qubits eines Bell-Paars (|00) +|11) ) teilen.
Dies ist vollsténdig korreliert in allen Basen, und Messungen bei Bob in allen Basen
ergeben gleich wahrscheinlich die beiden moglichen Messergebnisse.

Bei dem Messergebnis |-) kollabiert der Zustand — wie man an der Darstellung in
Aufgabe 3b) sehen kann — so, dass sich anschliefend Bob und Eve die Qubits eines
Bell-Paars %( 00) - |11) ) teilen. Auch hier ergeben Messungen bei Bob in allen
Basen gleich wahrscheinlich die beiden moéglichen Messergebnisse, denn wendet man
auf das erste Qubit eine Drehung (COSC‘ ‘Sma) an, erhilt man

sina cosa

! %((Cosa|0)+sina|1))®|0)

_(_Sina|0>+COSa|1>)®|1)>

(100) -11))

S

2

1
= —/(cos|00) + sin ar|10) + sin [01) — cos ¢ |11} ),

V2

woran man sieht, dass [0) und |1) im ersten Qubit jeweils mit der Wahrscheinlichkeit

2
1 2 in? -1
(\/5) (cos? v +sin” ) = 5 gemessen werden.

Da Bob also bei jedem Winkel alle Ergebnisse gleich wahrscheinlich erhélt, ist

E(A=45° und B=+22.5°) = 0.

Insgesamt ist also

S = E(A=0° und B=22.5°) + E(A=0° und B=-22.5°)
+ E(A=45° und B=22.5°) - E(A=45° und B=-22.5°)

1 1 = .L =
7-{-%4'04‘0—2 /3 \/5

)



Aufgabe 6

Alice und Bob haben eine Schliisselvereinbarung mittels des BB84- oder E91-Protokolls
durchgefiihrt. Nach Elimination der Bits zu ungleichen Basen fiihren Sie eine Fehlerkor-
rektur und privacy amplification durch, indem sie zu jeweils k£ aufeinanderfolgenden Bits
das Paritétsbit iiber einen o6ffentlichen Kanal abgleichen und nur die k-Bit-Blécke nutzen,
bei denen die Paritét iibereinstimmt; die eigentlichen Schliisselbits berechnen sie dann
durch eine XOR-Verkniipfung von r aufeinanderfolgenden Bits.

a) Wie sieht der Schliissel konkret aus bei k& = 8 und r = 3 und der Bitfolge (nach
Elimination der Bits zu ungleichen Basen)

bei Alice: 0011101001111100011110101100001101001110
bei Bob: 0011101001111101011110101010001101001100

b) Warum ist es nicht sinnvoll £ =2 und r = 2 zu wéhlen?
¢) Sehen Sie noch andere ungiinstige Parameter-Konstellationen?

d) Wie kann man das Protokoll abédndern, um die Nachteile, die bei b) oder ¢) entste-
hen, zu vermeiden?

Losung:
a) Eine Zerlegung in 8er Blocken fiihrt zu

bei Alice: 00111010 01111100 01111010 11000011 01001110
bei Bob: 00111010 01111101 01111010 10100011 01001100

Die entsprechenden Parititen sind

bei Alice: 01 1 00
bei Bob: 0 0 1

Also werden der zweite und fiinfte Block verworfen.
Die resultierenden Bits in 3-erBlocken sind

bei Alice: 001 110 100 111 101 011 000 011
bei Bob: 001 110 100 111 101 010 100 011

Die entsprechenden XOR-Verkniipfungen ergeben

bei Alice: 10110000
bei Bob: 10110110



b)

c)

Die iiber den offentlichen Kanal abgegelichene Paritét ist dann genau das, was als
Schliissel genutzt wird.

Wenn r ein Teiler von k£ ist, also mit einem s gilt £ = s-r, dann ist die XOR-
Verkniipfung von s Schliisselbits genau die Paritét des entsprechenden Blocks. Wenn
Eve den Paritatsabgleich mitgehort hat, kann sie also aus s—1 Schliisselbits das letzte
Schliisselbit berechnen und erhélt damit teilweise Kenntnis iiber den Schliissel.

Diesen Informationsgewinn fiir Eve gibt es auch bei beliebiger Wahl von k£ und 7:
Die k-fache XOR-Verkniipfung von Schliisselbits ist gleich der (r - k)-fachen XOR-
Verkniipfung der Bits aus nicht verworfenen Blécken und damit gleich der XOR-
Verkniipfung der Paritét von r Blocken.

Lésst man in jedem Block ein Bit fiir die Schliisselbit-Berechnung aufler Acht, z.B.
dass man fiir k = 2 nur jeweils das zweite Bit eines 2er-Blocks fiir die Schliisselbit-
Berechnung nutzt, so kann man die oben genannten Nachteile vermeiden.



