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1 Qubits und Gatter

1.1 Qubits

Physikalische Realisierung:

Quantencomputer konnen auf Basis unterschiedlicher physikalischer Effekte gebaut
werden:

Photonen,
Kernspinresonanz,
[onenfallen,
Supraleitung.

Eine ganz andere Art von Quantencomputern sind die adiabatischen Quantencompu-
ter (s. Abschnitt 5.3).

Im Weiteren wird nicht auf die physikalische Realisierung eingegangen.

Geschichtliches:
1900-1925: Entwicklung der Quantenmechanik

1980er Jahre: Der theoretische Physiker Richard Feynman (1918 — 1988) ent-
wickelt die Idee eines auf Quanteneffekten beruhenden Computers.

1990er Jahre: Man beschéftigt sich mit dem theoretischen Konzept und ent-
wickelt erste Algorithmen:

— 1985: Erste Version des Deutsch-Algorithmus

1992: Erste Version des Deutsch-Jozsa-Algorithmus

1993: Idee der Realisierung von Teleportation

1994: Shor-Algorithmus zur Faktorisierung von Zahlen

— 1996: Grover-Algorithmus
1997: Zeilinger u. Co realisieren eine Quantenteleportation iiber einen Meter.
1998: Erster Quantencomputer mit zwei Qubits

2001: Realisierung des Shor-Algorithmus auf einem Quantencomputer mit 7
Qubits zur Faktorisierung der Zahl 15

seitdem Quantencomputer mit immer mehr Qubits, z.B: 2019 von Google mit
53 Qubits und 2021 von IBM mit 127 Qubits und Ende 2023 mit mehr als 1000
Qubits .
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Qubit:

Ein klassisches Bit ist entweder 0 oder 1.

Bei Qubits gibt es entsprechende Basiszustdnde, die in der sogenannten Ket- oder
Dirac-Notation geschrieben werden als

10)

bzw. |1).

Ein allgemeines Qubit |¥) kann eine Uberlagerung (Superposition) sein:

0) = a-[0)+4-1) mit «o,8eC, [a?+|8)?=1.

Beispiele:
1) = L5 [0y + /2 1),
W) = &5 10) — /2 11),

S

)= g 10 251 = - (1) + 1)),
=)= 510) = 55 - 1) = o5 - (10) = 1))
Bemerkung:
Den Multiplikationspunkt lasst man oft weg:

a-0)+3-[1) = al0)+5[1).

Messung von Qubits, globale Phase:
Misst man ein Qubit |[¥) = «a -|0) + 5 - |1), so wird die Superposition zerstort, und
man erhilt |0) bzw. 1) mit der Wahrscheinlichkeit |a|* bzw. |3|*.

Beispiele:

Misst man |¥,) = \/Lg -10) + \/g 1), so erhidlt man |0) mit der Wahrschein-
lichkeit 3 und [1) mit der Wahrscheinlichkeit 2.

Misst man |¥q) = \/Lg -|0) — \/g |1), so erhélt man ebenso wie bei |W;) die Er-

gebnisse |0) mit der Wahrscheinlichkeit 3 und |1) mit der Wahrscheinlichkeit
2

2
Misst man |+) = \% -10) + \% -|1), so erhélt man |0) bzw. |1) jeweils mit der
Wahrscheinlichkeit 3.

Misst man |Wy) =]0) =1-]0) +0-|1), so erhéilt man garantiert |0).

Bemerkung:

Man kann auch in anderen Basen als der Standard-Basis {|0),|1)} messen. Mehr
dazu in Abschnitt 8.1.1.
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Da bei einer Messung nur die Betragsquadrate mafigebend sind, gibt es bzgl. der
Messung keinen Unterschied zwischen |¥;) = «|0) + £]1) und z.B. |¥y) = —a|0) +
F11) oder |¥3) = «|0) — B |1) oder allg.

(T) = (a-e®)-|0)+ (B ) [1), ¢1,¢2€C.
Allerdings gibt es bei Interaktionen mit anderen Qubits zum Teil unterschiedliches
Verhalten zwischen z.B. [U;) = «|0) + S |1) und |¥Vy) = a|0) — B|1) (B # 0).
In vielen Fillen ist aber eine globale Phase ¢ irrelevant, d.h. |[U3) = a - |0) + - ]1)
verhélt sich wie

[T) = e (a-0)+B-11)) = (a-e®)-|0)+ (8- %) ]1).
Man kann daher oft bei o - |0) 4+ 5 - |1) ohne Beschrinkung der Allgemeinheit « als
reell und groBer gleich Null annehmen.

Darstellung und Veranschaulichung von Qubits:

Fiir die Darstellung von Qubits gibt es zwei verschiedene Moglichkeiten, zwischen
denen im Folgenden oft hin und her gewechselt wird:

Darstellung in der Ket-Notation: V) = «-|0) + (- |1).
Vektorielle Darstellung;:
Man identifiziert |0) mit dem Vektor (§) und |1) mit dem Vektor (). Dann ist

9) = oo = o () o+ (1) = (§):

Dies ist ein Vektor im (komplexen) Vektorraum C?, ganz analog zum RZ.

Fiir die Veranschaulichung von Qubits gibt es auch zwei haufig genutzte Moglichkei-
ten:
Kartesische Veranschaulichung:

Entsprechend der vektoriellen Darstellung kann man |¥) = «a[0) + 5|1) = (3)
bei reellem « und f in einem kartesischen Koordinatensystem darstellen:

11]1) 111]1)
W) = a-[0) + B-[1) Ca
/] S— , G
|- [
]0) vl o)
1 o 1 !
; |
SN '
Rz -)
1 _1
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Die Zustéinde |+) = \/Li |0) + \/LE 1) und |-) = \/Li |0) — \% 1) liegen beispielsweise
in einem £45°-Winkel zur waagerechten |0)-Achse.

Veranschaulichung auf der Bloch-Kugel:

Auf der Bloch-Kugel kann man auch einen komplexen Phasenunterschied bei «
und [ darstellen. Dabei nutzt man die globale Phase, um bei |¥) = «-[0) + - |1)
ohne Beschrinkung der Allgemeinheit « reell und groBer oder gleich Null zu setzen.
Damit kann man « darstellen als

a = cos(2) mit einem ¥ € [0, 7).

Wegen |a|? 4 |8]? = 1 ist dann |3 = sin(%), so dass man
B = e%sin(%) mit ¢ € [0,2n]

schreiben kann.

Man kann nun

V) = a-|0)+5-|1) = cos(g) -10) + &% sin(g) - |1)

wie in der Skizze als Punkt auf einer dreidimensionalen Kugel mit Radius 1 anse-
hen. Achtung: Das entspricht nicht der Darstellung einer Linearkombination der

Basiszusténde! ~
=)
)
(Im Bild ist ein Zustand mit negativem ¢ eingezeichnet.)
Die Zusténde |+) = Lz |0) + \/Li |1) und |—) = \/Li |0) — \% 1) liegen auf dem Aquator

gegeniiberliegend dort, wo die x-Achse die Kugel durchstoft.
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1.2 Modifikation von Qubits: Gatter
1.2.1 Ein bisschen Mathematik: komplexe Vektorraume und unitiare Matrizen

Skalarprodukt in komplexen Vektorriaumen:
Das Skalarprodukt in C" ist wie in R" definiert, wobei der erste Faktor aber jeweils

komplex konjugiert wird:

Definition:
al b1
Fir a,b € C*, a = < : ), b= ( : > ist das Skalarprodukt (a, b) definiert durch

an bn,

(a,b) = a1" b1+ ...+ a,”" by,
Die Lénge/Norm/Betrag von a ergibt sich durch

lall = Via> +... +[anl* = VAa,a).

Beispiel:
Es ist
j 3+2j . : A
N =" (3+2) + (1+2§)"
(1) CHH) =i e + avar
= —j-B+2) + 1-2))-]
= =3j+2 + j+2
= 4 — 2
und

"<1i2j>H = VIiP+I+2F = VI+(1+4) = V6

Adjungierte Matrizen:

Zu einer Matrix A € C™*" ist die adjungierte Matrix A € C™™, manchmal auch
mit A" bezeichnet, die Matrix, die aus A7 entsteht, indem man zusitlich die Eintréige
komplex konjugiert.

Beispiel:
Zu A= J 243 ist A7 = _‘]. 4 .
4 5 2—3j 5

In C™*™ gelten fiir adjungierte Matrizen die gleichen Rechengesetze, die man in R™*"

fiir transponierte Matrizen kennt, z.B.

(A-B)Y = B".A"
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Fasst man Vektoren als einspaltige Matrizen auf, und identifiziert man (1x1)-Matrizen
mit Zahlen, so gilt fiir das Skalarprodukt

(a,b) = a' -0

Beispiel:

<<1+j2j)’(3+j2j)> - <1+j2j>H'(3+j2j>
o (1+2j)*>_(3452j>

_ (—j 1—2j>-(3f2j)
J
= —j-34+2)+(1-2j-j = 4-2j.
Unitare Matrizen:

Definition:

Eine Matrix U € C™ " heifit unitir < U 1=UH,

Bei rein reellen Eintrégen sind die unitdren Matrizen genau die orthogonalen Matrizen,
also die, deren Zeilen und/oder Spalten paarweise orthogonal und normiert sind.

Unitédre Matrizen erhalten das Skalarprodukt.

(U-a,U-b) = (U-a)?-(U-b) = o - U -U-b
=ad" U U-b=a" b= (ab).

Damit bleiben auch Langen unter unitdren Transformationen erhalten:

[Uall = V(U-a,U-a) = /(a,a) = lal|.

Entsprechendes gilt fiir Winkel, da man einen Winkel mit Hilfe des Skalarprodukts
und von Betrégen berechnen kann.

1.2.2 Modifikation von Qubits

Eine (quantenmechanische) Modifikation von Qubits wird durch eine unitére Matrix A €
C*2 beschrieben. Dabei wird ein Qubit [¥) = «|0) + 3[1) = (§) transformiert zu

A|T) = A-(g).

In dem Zusammenhang bezeichnet man A auch als Gatter.
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Festlegung einer Transformation:

Eine Matrix A € C?*? ist durch die Bilder A- () und A- () eindeutig festglegt,denn
dies sind genau die beiden Spalten von A.

Eine Transformation ist also durch die Wirkung auf |0) und |1) schon eindeutig fest-
gelegt.

Dabei konnen die Bilder A ]0) und A|1) nicht beliebig sein: Beide miissen die Lange
1 haben und ,komplex“ senkrecht stehen: (A]0),A|1)) = 0.

1.2.3 Hadamard-Transformation

Definition:

Die Hadamard-Transformation, auch Hadamard-Gatter genannt, ist gegeben durch
die Hadamard-Matrix H mit

o 1 /11 (Yve Yva
2\l —1) 0 \Yvs =Y )
Die Benennung ehrt den franzosischen Mathematiker Jacques Hadamard, 1865 bis 1963.
Die Hadamard-Matrix H ist unitéir:

g (V) (v ) _ (10
Yva —1/va va —=1/vz 0 1)’
also H=' = H!. Offensichtlich ist H¥ = H, d.h., es gilt auch H~! = H.

Bei einer Transformation mittels der Hadamard-Matrix

wird aus [0) = ()

oy = - (o) = (7)== (1) = Hlo+m) = .

wird aus [1) = (9)

iy =1 (V) = (7)) = 5 () = slo-m) = 1.

Da H~! = H ist, gilt dann auch umgekehrt
H|+) = |0) und  H|-) = |1).

Dies kann man auch durch die Matrix-Vektor Multiplikation oder mittels der Linearitét

nachrechnen, z.B.
1 1 1/v2 1
_ 1 _
wo =i ) () - () e
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bzw.

HI+) = H(FH(0)+1))

= (500 10) + H(0) - 1))
0) +10)) = 10).

|
sl
E.

Beispiel:

Aus dem iiberlagerten Zustand |¥) = —0.8|0) 4+ 0.6 |1) wird durch Anwendung der
Hadamard-Transformation

1 1 _ _
HIw) = /v Yva (=08 0.14)
vz —1/va 0.6 —0.99
Wegen der Linearitéit der Matrix-Vektor-Multiplikation erhélt man das Ergebnis auch
durch

H|W) = H(-08]0)+06]1))

= —0.8-H|0)+0.6-H|1)

= —0.8- L (J0) + 1)) +0.6- 2 (]0) ~ 1))

= (—08-J5+06-5)[0)+(—08 5 —06-F)[1)
—0.14 - |0) - 0.99 - [1).

Q

Da H~! = Hist, also H-H = I, erhilt man aus der zweifachen Anwendung des Hadamard-
Gatters wieder den Ursprungszustand zuriick.

Veranschaulichung der Hadamard-Transformation:

Beschrénkt man sich auf Qubits ¥ = « - |0) + - |1) mit «, 8 € R, so kann man die
Wirkung der Hadamard-Transformation interpretieren als Spiegelung an einer Achse,
die um 22, 5° gegeniiber der x-Achse gedreht ist:
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Auf der Bloch-Kugel beschreibt die Hadamard-Transformation eine 180°-Rotation um
die Achse in Richtung <(1)> , also die Hauptdiagonale der (x, z)-Ebene. Alternativ kann
man das auch als Spiegelung an dieser Achse auffassen, d.h., zu einem Punkt bildet
man die orthogonale Verbindung zu der Achse und spiegelt diese. Bei der Beschrei-
bung in der Bloch-Kugel muss man allerdings beachten, dass globale Phasen ignoriert
werden.

Als Spiegelung ist auch klar, dass die zweifache Ausfithrung wieder den Ursprungszu-
stand ergibt.

1.2.4 Weitere Gatter

Pauli-Transformationen:
Die Benennung ehrt den Physiker Wolfgang Pauli, 1900 bis 1958.

Pauli-X-Transformation: Py = ((1) é) )

Py vertauscht |0) und |1), wirkt also wie ein Bitflip:

re(5) = (2)
bzw.
Pe(alo)+8[1)) = all)+510) = 8l0) +all).

Im R? entspricht dies einer Spiegelung an der Hauptdiagonalen, auf der Bloch-
Kugel einer 180°-Rotation um die z-Achse (bei Vernachlissigung einer globalen
Phase).

Pauli-Z-Transformation: P, = (é _O 1) )
Py invertiert das Vorzeichen von |1):
a e
P . p—
’ (5) (—5)
bzw.
Pz(a-0)+8-1)) = «al0)—5[1).

Im R? entspricht dies einer Spiegelung an der x-Achse, auf der Bloch-Kugel einer
180°-Rotation um die z-Achse (bei Vernachlissigung einer globalen Phase).
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Pauli-Y-Transformation: Py = (0 ?)‘]>

J
Auf der Bloch-Kugel entspricht dies einer 180°-Rotation um die y-Achse (bei
Vernachlédssigung einer globalen Phase).

Dreh-Gatter RY:

Die Drehung (im R?) um den Winkel o wird auch als RY,,-Gatter bezeichnet, als
Transformationsmatrix:

-

cosa —sin«o
sinae  cosa )

Das Argument ,,2a“ bei RY kommt von der Interpretation an Hand der Bloch-Kugel:
Durch RYy wird ein Zustand in der Bloch-Kugel um den Winkel # um die y-Achse
rotiert (entsprechend der ,rechten Faust“-Regel, wobei der ausgestreckte Daumen
in die y-Richtung weist und die gekriimmten Finger dann die positive Drehrichtung
anzeigen) .
Beispiel:
Betrachtet wird die Drehung um 22,5° = £, also RY/,, die in der Bloch-Kugel
einer Rotation um die y-Achse um 45° = 7 entspricht.

Dargestellt ist jeweils [+) und RY/,(]+)), links im R?, rechts in der Bloch-Kugel.

z

10)

L RYG(4)
71+

10)

1 Qubits und Gatter
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1.3 Ein erster Algorithmus: Zufallsgenerator

Quantenalgorithmen beschreibt man héufig durch Blockschaltbilder.

Durch den folgenden Algorithmus wird ein echter Zufallsgenerator erzeugt:

0y H H M

Analyse:

Der Algorithmus beginnt mit einem Qubit, das auf |0) initialisiert wird.

Anschliefend wird eine Hadamard-Transformation darauf angewandt. Der Zustand

ist nun also

HIO) = [4) = (0 +11) = 5100+ 5 1)
Der anschlieBende M-Block bedeutet eine Messung. Dabei erhélt man |0) und [1)
jeweils mit der Wahrscheinlichkeit 3.

Zur Darstellung:
Die doppelte Linie rechts des Mess-Blocks deutet an, dass man im Prinzip dort eine
klassische Information/ein klassisches Bit (0 oder 1) hat.

1 Qubits und Gatter
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2 Quantenregister

2.1 Zusammenfassung zweier Qubits und Tensorprodukt
2.1.1 Zusammenfassung zweier Qubits

Bei zwei Qubits hat man (&hnlich wie bei klassischen Bits) vier Basiszustinde
0Y10), [0} (1), [1)[0), [1)[1).

Man schreibt diese auch als |00), |01), |10), |11).

Hat man zwei Qubits |¥;) und |¥,), die jeweils eine Uberlagerung darstellen, also
|\I/1> = |O>+51|1> mit 041,51 EC, ’041|2+|51|2:1,
‘\DQ> = (2 |O>+52’1> mit 062,52 GC, ’062‘2+’B2’2: 1,

so schreibt man die Zusammenfassung als
(U1) @ [Wg) = [Uy) |¥y) = [¥10s).

Man kann hier ,, Ausmultiplizieren* und erhilt eine Uberlagerung der Basiszustinde:

[01) @ (W) = (a1 ]0)+Bi[1)) @ (a2]0) + B2 (1))
= (102 |00> + 04162 |O]_> + 510./2 |]_0> + 61/82 |]_1> .

Beispiele:
Mit
(T = [+) = 5(0)+]1)) und  [Ty) = |-) = 5(]0)—]1))
ist
w0 = (510 +1)) e (S0 -11))

100+ 511 ) @ (L1005 )
00) — 4 |01) + £ 110) — £[11)
00) — [01) + [10) — [11) ).

an auch intuitiv Konstanten vor das ,,Produkt®“ ziehen:

SES S

I
=N N N

=

Bei der Rechnung dar
o) @) = (H10+10)) e (Gl - 1))

_ %.%.<(yo>+\1))®(|0>—!1>)>
= 1(]00) — |01) + [10) — [11)).

Ferner ist beispielsweise

w)@0) = (L(10)+ 1)) @0} = (100} +[10)).

2 Quantenregister
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Eigenschaft der Vorfaktoren:
Als Uberlagerung der Basiszustinde dargestellt gilt: Die Summe der Betragsquadrate
der Vorfaktoren ist gleich 1:
aro]? + o1 Bo]® + | Braa|* + | 5152 ]
= laa|* - (Jea* +152%) + |8 - (lol* + [B2f)
=l 1+ 181 = |+ |5 =1

Vektorielle Darstellung;:

Die vier Basiszustédnden |00), |01), [10) und |11) kann man als Basisvektoren eines
vierdimensionalen Vektorraums auffassen:

00) = @) 01) = (%) 10) = (%) 1) = (g)

2.1.2 Ein bisschen Mathematik: Tensorprodukt von Vektoren

Definition:
Zu vy, vy € C?, vy = (le ), Vg = (Zi) ist das Tensorprodukt v; @ vy € C* definiert
durch
. <a2> ayas
V] Q@Uy = (211)@(22) - Py _ | @b

by - a9 b1 a9
P\ by byby

Dies ist konsistent zu den obigen Schreibweisen und Rechnungen. Beispielsweise ist

—
VR
— O
N~

o

oy = e = (3)e (V) - 0:(0> _

und bei ’\IJ1> = Q1 ‘O) + 51 |1>, |\I/2> = Q9 ‘O> + ﬂg ’1> ist

W) @[Ws) = (a1]0) + 1 |1)) ® (a2]0) 4 B2 (1))

058

B (o7 (e%) . ay 2
- (61)®(62> = | B

B15a

1 0 0 0

= 041042'<8)+04152'((1))‘1‘51042'((1))4'5152 (8)
0 0 0 1
111)

= aiay-[00) + 1B+ |01) + Brag-|10) + Bifs - |11)

o O =
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Achtung: Das Tensorprodukt ist nicht kommutativ, d.h., im Allgemeinen ist v; ® vy #
V9 @ vy, 2.B.

(o)) _ (o
0 1 0 0
1 = = 1).
mel = (1)e(,) i ' men
0 0
Tensorprodukt bei beliebigen Vektoren:
Definition:
V1 w1
ZuveCr,weCmov= ( : >, w = < : ) ist das Tensorprodukt v @ w € C*™
definiert durch " o
w1
v ( . )
V1 w1 ’w'm
o= (Do) -

Beispiel:
1 1
1.
] 2 2
1 o2 = 3 13
2 5 B 1 ]2
2-12 4
3 6
Rechenregeln:

Mit dem Tensorprodukt kann man bis auf die Kommutativitdt intuitiv umgehen:
a) v® (wy +wy) = v@w; +v@we und (V1 + ) QW = V] QW + Vg @ W.
b) Av)@w = A (v@w) = v® (A w).

c) (1 ®v2) ®ug = 11 ® (V2 ® v3).
Zu a): Es gilt ,,Punkt“-vor-Strich-Rechnung, also die Klammerkonvention
VW +v@w = (VW) + (v w).

Zu b): Bei Betrachtung eines 2-Qubit-Systems kann man also eine globale Phase
zwischen den beiden Qubits hin- und herschieben, entsprechend bei mehreren
Qubits.

Zu c): Damit braucht man bei einem mehrfachen Tensorprodukt keine Klammern
zZu setzen.
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2.2 Allgemeines 2-Qubit-Register
2.2.1 Definition

Definition:

Ein Zustand |V) eines 2-Qubit-Registers wird beschrieben durch

Yoo
(W) = 700]00) 4+ 701 [01) + 710 [10) + 11 [11) = (%3)

711

mit Y00, Yo1, Y10, 711 € C und |Y00|* + |Y011* + |710]* + | 7112 = 1.
Beispiel:

(G0 +11)) & (L(10)=11))) = 5(100) = [01) +]10) = |11) ).
Nicht jeden Zustand |¥) eines 2-Qubit-Registers kann man als Tensorprodukt zweier
Qubits schreiben.
Beispiel:
Betrachtet wird der sogenannte Bell-Zustand
|v) = \%(!OO)%—]H)) = \%-\00)—1—0- |01) +0- ]10)—1—\/%-|11).
Wiire |¥) das Tensorprodukt von [W;) = o [0) 4 8y |1) und [Wse) = s |0) 4 B2 1), also

) = |¥) @ |¥s) = araz|00) + 13 |01) + Brag [10) + 515, [11)

so miisste a;f2 = 0 sein, also a; = 0 oder 5 = 0. Dann miisste aber auch der
Vorfaktor von |00) oder |11) gleich 0 sein - Widerspruch!

2.2.2 Verschranktheit

Definition:

Man nennt den Zustand |¥) eines 2-Qubit-Registers separabel oder unverschrainkt,
wenn man |W) als Tensorprodukt zweier Qubits |¥;) und |Vy) darstellen kann: |¥) =
V1) ® |Us).

Andernfalls heiit |¥) verschrankt.
Beispiel:
$(00) — [01) + [10) — |11) ) ist ein separabler Zustand,
Der Bell-Zustand \/LE( |00) + |11) ) ist verschréinkt.
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Separabilititsbedingung:
Ein Zustand

|U) = 700|00) + Y01 |01) + 10 [10) + 711 |11)

eines 2-Qubit-Registers ist genau dann separabel, wenn

Beweis:

«
77$

Yoo - Y11 = o1 * Y10-

Ist |[¥) = |¥y) ®|Vy) mit V) = oy [0) + 1 |1) und |Vy) = s |0) + 52 ]1), so gilt
V) = |¥) ®@|Vy) = aqaz]00) + a5, [01) + Srae [10) + G152 [11) .
Damit gilt
Yoo Y11 = a2z = o1 Yo

Nun gelte fiir
W) = 700|00) + Y01 |01) + 10 [10) + 711 [11),
dass Y00 - 711 = "Yo1 * Y10 ist.

Ziel ist eine Darstellung |V) = |U;) ® |Uy) mit [Uy) =y |0) + 51 |1) und [¥y) =
020} + f [1). also

U) = [¥) @ |¥y) = aia2|00) + B |01) + Brag [10) + 5152 [11)
also
a1 = Y00, 182 =1, Brioa =0, BB =11

Motivation: Wegen |as|? + |B2]? = 1 muss dann gelten

ool? + [yorl? = lawaal” +aafel® = Jouf*- (\Oé2|2 + ’52|2) = o *.
Setzt man oy = /|Y00|? + [Y01]?, so erhélt man bei oo # 0
—aus ayp = Y000 Q2 = L,

—aus afy = o1 o = L
— aus fiag = Y10t 1 = %0

Man kann nachrechnen, dass dann auch ;52 = 717 und die Normierungsbedin-
gungen erfiillt sind.

Bei vy = 0 folgt wegen
Yo1 Y10 = Yoo Y11 = 0-v1 = 0,

dass 701 = 0 oder ;9 = 0 gelten muss; in beiden Féllen kann man |¥) leicht
separieren.
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Uneindeutigkeit der Zerlegung:

Bei der Konstruktion der Zerlegung im vorigen Beweis hétte man auch
a1 = —v/|r00? + Yo

setzen konnen oder mit beliebigem ¢ € R auch
ar = - \/yool? + o]

Dies spiegelt die Beliebigkeit der globalen Phase wider; mehr Variabilitdt ist bei der
Zerlegung nicht moglich.

Bezug zu Determinanten:

Die Separabilitdtsbedingung oo - v11 = Y01 - 710 des Zustands

Yoo
(W) = 700 [00) + Y01 [01) + 710 [10) + 711 [11) = (3%)
Y11
bedeutet, dass

det (%0 710) — 0
Yo1r Y11
ist. Also ist die Matrix nicht invertierbar, was dquivalent dazu ist, dass die Vektoren

(%0) und <%O) linear abhéngig sind.
7Yo1 Y11

Ist z.B. (700) =\ (%0 ), so ergibt sich in vektorieller Darstellung
7Yo1 Y11

Yoo A Y10
. ( ) A 710
) = 7Yo1 _ Y11 _ ( )®< >
Y10 ( Y10 ) 1 711
Y11 Y11
Durch geeignete Verschiebung eines Faktors so, dass beide Vektoren normiert sind,
erhdlt man dann eine Zerlegung von |V).

Beispiel:
Der Zustand
) = 0.3]00) — 0.9]01) + 0.1]10) — 0.3]11)
erfiillt die Separabilitdtsbedingung 0.3 - (—0.3) = —0.9 - 0.1.

Geht man fiir eine Zerlegung wie beim Beweis oben vor, so setzt man

o = /032 +(-09)2 = V0.9 = =
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Weiter ist dann
03 1 -09 -3 0.1

1
g = — = ——, — — 2t
2= T/ T e v P T m T v

Tatsachlich ist

0) = (F10+ 7))@ (F510) - 75 1)

Vektoriell sieht man

0.3 (01
o- (]S - oe
—0.3 -0.3

Die beiden Vektoren sind nicht normiert. Verschiebt man aber einen Faktor /10 von

dem ersten in den zweiten Vektor, erhélt man

= (e () o (vm (%)) = () ()

und damit die Zerlegung wie oben.

Eine andere Zerlegung erhélt man durch

W) = (=i ) @ (— 5 l0)+ 5 n)

2.2.3 Verschranktheitsmal3

Ein Ma8 fiir die Verschrankung ist die Concurrence:

Definition:

Die Concurrence eines Zustands |¥) eines 2-Qubit-Registers,
(W) = 700|00) + 701 [01) + 710 [10) + 711 |11},
ist
C(1¥)) = 2700 Y11 — Yo1 * Y10l-
Aus der Separabilitdtsbedingung folgt

|W) ist separabel < C(|¥)) =0.
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Man kann zeigen, dass aus der Zustandsnormierung folgt, dass C(|¥)) < 1 ist.

Zusténde |W) mit C'(|¥)) = 1 sind also mazimal verschrinkt.

Beispiele:
Fiir den Bell-Zustand |¥) = —5(|00) + [11) ) ist 500 = 711 = 5 und Y01 = Y10 = 0,
also

C(lw) = 2-]4 -2 —0-0] = 2.

Der Zustand ist also maximal verschrankt.

Fiir [¥y) = 0.8]00) 4+ 0.6 |11) ist

C(|We)) = 2-10.8-0.6—0-0] = 0.96.

Fiir [¥1) = 0.1]00) + 0.7[01) + 0.5 [10) + 0.5 |11) ist

C(|w,)) = 2-10.1-0.5-0.7-0.5] = 0.6.

Bemerkung:

Man kann zeigen, dass nach Anwendung einer unitdren Transformation auf ein Qubit
eines 2-Qubits-Registers sich die Concurrence nicht &ndert; das gilt ebenso, wenn man
auf die einzelnen Qubits getrennte unitéire Transformationen anwendet. Insbesondere
bleiben maximal verschrinkte Zustinde weiterhin maximal verschrankt.

Beispiel:
Aus |¥;) = 0.1|00) 4+ 0.7]01) + 0.5]10) + 0.5 |11) wird durch Anwendung von

0.6 —0.8
v = (0.8 0.6 )
auf das erste Qubit der Zustand

|Wy) = 0.1(0.6]0) + 0.8]1) ) ® |0) + 0.7(0.6]|0) +0.81)) @ [1)
+0.5(—0.8|0) +0.6]1)) ®[0) + 0.5(—0.8[0) 4+ 0.6]1)) @ 1)
= 0.06 |00) 4+ 0.08 [10) + 0.42]01) + 0.56 |11)
—0.4]00) +0.3]10) + (—0.4)|01) 4+ 0.3]11)
= —0.34]00) + 0.38]10) + 0.02|01) + 0.86]11) .

Es ist

C(|Ws)) = 2-](—0.34)-0.86 —0.38-0.02] = 0.6 = C(|¥;)).
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2.3 Messungen bei 2-Qubit-Registern

Messung beider Qubits:

Misst man bei einem Zustand

|\I’> = Yoo ‘00> + o1 ‘01> + Y10 ‘10> + Y11 ‘11>
beide Qubits, so erhélt man eines der vier Ergebnisse [00), |01), [10) bzw. |11) jeweils
mit der Wahrscheinlichkeit |yo0|?, [701|%, [710]? bzw. |711]?.

Beispiel:
Eine Messung beider Qubits bei

W) = 0.3]00) —0.9]01) +0.1|10) — 0.3|11)

tithrt zu
|00) mit der Wahrscheinlichkeit [0.3]* = 0.09,
|01) mit der Wahrscheinlichkeit | — 0.9]* = 0.81,
|10) mit der Wahrscheinlichkeit |0.1]> = 0.01,
|11) mit der Wahrscheinlichkeit | — 0.3|* = 0.09.

Messung von einem Qubits:

Misst man bei einem Zustand
|\I’> = Yoo ‘00> + o1 ‘01> + Y10 ‘10> + Y11 ‘11>

nur ein Qubit, so erhdlt man |0) oder |1), und je nach Messergebnis kollabiert der
Zustand so, dass er nur noch eine Superposition zum entsprechend gemessenen Qubit
ist, genauer:

Misst man das erste Qubit, so erhédlt man
|0) mit der Wahrscheinlichkeit |yo0|* + |701]?;

der Zustand wird dann zu

|‘I’0> _ 7Yoo ’00>+ Yo1 |01>.

V 700/* + |01 ]2 V700l + 7012

|1) mit der Wahrscheinlichkeit |y10|* + |y11]?;

der Zustand wird dann zu

W) = 10 110) + il 1) .

VImol? + [y 2 Vol + [y ?
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Bei einem Messergebnis |0) sind also die Superpositionsanteile |10) und |11) ver-
schwunden; die Vorfaktoren der Superpositionsanteile |00) und |01) werden so umska-
liert, dass die Summe der Betragsquadrate wieder 1 ergibt.

Entsprechend ist es bei der Messung des zweiten Qubits.
Beispiel 1:
Betrachtet wird der separable Zustand
W) = 0.3]00) —0.9|01) + 0.1 |10) — 0.3 |11).
Eine Messung des ersten Qubits fiithrt zu
|0) mit der Wahrscheinlichkeit [0.3]> + | — 0.9]* = 0.9;
der Zustand wird dann zu

0.3 0.9
Vo) = \/ﬁmm —\/ﬁmw-

1 _ 10 _ 03 _ _1 09 _ 3
Wegenﬁ Vo 3@’ alsom—mundm—mlst

Vo) = = |0)® 0) —

3 1 3
—100) — —= |01 — — 1) ).
751 = 75100 ! )
1) mit der Wahrscheinlichkeit [0.1]? 4| — 0.3]* = 0.1;

der Zustand wird dann zu

0. 110) — 0.3
V0.1 V0
L und 92 =

— 3 5
Wegen F r,also ﬁ_ i = 75l

W) = Zo7 -

3
W) = \/—1—0!10>—\/—1—0|11> = |1)® (\/_—\ >—ﬁ\1>)-

Dies ist konsistent mit der separierten Dartellung

¥) = (10 + A1) @ (5100 - F511)

Betrachtet man nur das erste Qubit \‘} |0) + \} |1), so erhélt man |0) mit der
Wahrschemhchkelt | \ﬁ|2 = 2 = 0.9 und [1) mit der Wahrscheinlichkeit | \ﬁ|2

10 = 0.1 wie oben. Das zwelte Qublt entspricht dem zweiten Qubit des kollabierten

Zustands.
Beispiel 2:
Betrachtet wird der verschrankte Zustand

W) = 0.8]00) + 0.4 |01) + 0.2[10) — 0.4 |11) .

Eine Messung des zweiten Qubits fithrt zu
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|0) mit der Wahrscheinlichkeit |0.8]% + |0.2]? = 0.68;
der Zustand wird dann zu

0.8 0.2
Uy) = ——100) + —|10) ~ (0.97-]|0) +0.24-[1) ) ®0).
|1) mit der Wahrscheinlichkeit |0.4]* + | — 0.4]* = 0.32;

der Zustand wird dann zu

0.4 0.4
V1) = —=101)

o5V - Ity & (07110 — 071 D)) @ 1)

Man sieht, dass je nach Messergebnis die jeweiligen ersten Qubit sehr verschieden
sind.

Beispiel 3:

Misst man bei dem verschrankten Zustand

) = J5(100) +11))
das erste oder das zweite Qubit, so erhélt man jeweils mit Wahrscheinlichkeit %
das Ergebnis |0) bzw. |1).
Das andere Qubit ist dann in dem gleichen Zustand, also |0) bzw. |1)!

Weiteres zu Messungen bei diesem und dhnlichen Zustdnden wird in Abschnitt
8.1.2 untersucht.

Messungen beider Qubits nacheinander:

Misst man bei einem Zustand
W) = 700[00) + 701 [01) + 710 [10) + 711 [11)

zunéchst das eine und dann das andere Qubit, so erhélt man die gleichen Wahrschein-
lichkeiten wie bei gleichzeitiger Messung.

Beispielsweise ist die Wahrscheinlichkeit, bei der Messung des ersten Qubits |0) und
dann bei der Messung des zweiten Qubits |1) zu erhalten gleich

P(bei der Messung des ersten Qubits |0))
- P(bei der anschliefenden Messung des zweite Qubits |1))

2
o1
= (J700* + o1|?) -
vV 00!% + 7012
2 2 |'701|2 2
(|’700| |’701| ) |700|2+ |701|2 |701|
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2.4 n-Qubit-Register
Bei n Qubits gibt es 2™ Basiszusténde:
|0...00), |0...01),..., |1...1).

Man nutzt hier auch eine alternative Schreibweise, indem man die Basiszustdnde als
Binérzahl auffasst, z.B. bei drei Qubits

|000) = |0), ]001) = |1)

1), 1010) = [2), [011) =3},
|100) = |4), [101) = |5)

, [110) =16), |111) = 7).
Achtung;:

Die Ausdriicke |0) und |1) sind nun doppeldeutig, und auch bei z.B. |3) ist ohne
Weiteres unklar, wie grof3 das entsprechende Register ist.

Hier wird daher die Schreibweise |-), genutzt, wenn der Ausdruck einen n-Qubit-
Registerzustand beschreibt, also z.B. |001) = |1),.

Definition:

Ein Zustand |¥) eines n-Qubit-Registers wird beschrieben durch

2n—1 2m—1
O) = > lk), mity€C k=0,...,2"-1,und Y |’ =1
k=0 k=0
Man kann |k), auch als k-ten Einheitsvektor eines 2"-dimensionalen Vektorraums

ey

Ein Zustand | V) eines 3-Qubit-Registers ist beispielsweise

auffassen; dann ist |V) = (

Y2n -1

Beispiel:

0.3 -[000) 4 0 - [001) — 0.5 - [010) + 0.3 - |011)
+0.4-]100) +0.5- |[101) +0 - |110) — 0.4 - |111)
= 0.3-]0),+0-[1), —0.5-]2), +0.3-[3),

0.4 [4),+0.5-|5), +0-]6)5 —0.4-[7),
0.3
0
0.5

|
coo
[S2§'NUV)

0
0.4

Durch das n-fache Tensorprodukt einfacher Qubits erhélt man spezielle Zustéinde eines
n-Qubit-Registers.
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Beispiel:
Ein Zustand | V) eines 3-Qubit-Registers ist beispielsweise
(0.8-10)+0.6- 1)) ® (0.6-[0) — 0.8 1)) ® |1)
— 0.48 - [001) — 0.64 - [011) + 0.36 - [101) — 0.48 - |111)
= 0.48 - [1), — 0.64 - |3), +0.36 - [5), — 0.48 - |7),

0
0.48
0
—0.64

0
0.36
0
—0.48

Definition:
Man nennt den Zustand |¥) eines n-Qubit-Registers separabel oder unverschrinkt,
wenn man |W) als Tensorprodukt von n Qubits [¥4) ..., |V, ) darstellen kann:
V) = |U)®...®|V,).
Andernfalls heiit |W) verschrankt.

Bemerkung:

Eine notwendige Bedingung, dass ein Zustand unverschrankt ist, ist beispielsweise,
dass in der vektoriellen Darstellung die obere und die untere Hélfte linear abhéngig
sind, da

() ol omy = (570) mio=iwio.clw)

Messung von einem Qubits:

Misst man bei einem Zustand |¥) eines n-Qubit-Registers das k-te Qubit, so erhilt
man |0) bzw. |1) mit Wahrscheinlichkeiten entsprechend der Summe der Betragsqua-
drate der Vorfaktoren zu den Basiszusténden, die an der k-ten Stelle eine 0 bzw. eine
1 haben.

Je nach Messergebnis kollabiert der Zustand so, dass er nur noch eine Superposition
zum entsprechend gemessenen Qubit an der k-ten Stelle ist; die Vorfaktoren werden
so umskaliert, dass die Summe der Betragsquadrate gleich 1 ist.

Beispiel 1:
Eine Messung des ersten Qubits beim Zustands |U) eines 3-Qubit-Registers mit
W) = 0.3-]000) +0-]001) —0.5-|010) + 0.3 - |011)
+0.4-|100) + 0.5-]101) + 0-|110) — 0.4 - |111)
liefert beispielsweise das Ergebnis [1) mit der Wahrscheinlichkeit
0.4)* +|0.5> + [0]* + | — 0.4> = 0.57.
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Der Zustand wird dabei zu

S (04-1100) 05 [101) +0-[110) ~ 0.4 [111)).

Beispiel 2:
Eine Messung des zweiten Qubits beim unverschrinkten Zustand |W¥) eines 3-
Qubit-Registers mit

(W) = (0.8-10) +0.6-]1)) ® (0.6-]0) —0.8-]1)) ® [1)
= 0.48-]001) — 0.64 - [011) 4 0.36 - [101) — 0.48 - [111)

liefert beispielsweise das Ergebnis |0) mit der Wahrscheinlichkeit
0.48|% + [0.36/> = 0.36.

Dies ist konsistent zum Vorfaktor 0.6 zu |0) beim zweiten Qubit.

Der Zustand wird nach einer Messung von |0) zu

o5 - (0.48-]001) 4-0.36 - [101) )

= %38.1001) + %38 - |101)
= (0.8-10) +0.6- 1)) @ |01),

2

in Konsistenz mit der separierten Darstellung von |U).
Entsprechendes gilt bei der Messung von mehreren Qubits eines Registers.

Die Messung mehrerer Qubits ergibt das Gleiche wie die Nacheinander-Ausfithrung
von einzelnen Messungen.
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3 Quantengatter

3.1 Moaodifikationen bei mehreren Qubits
3.1.1 Ein Beispiel

Bei einem 2-Qubit-Register soll auf das erste Qubit ein Hadamard-Gatter und auf das
zweite ein Pauli-X-Gatter angewendet werden.

H

Py

Die entsprechenden (2 x 2)-Transformationsmatrizen sind
Yve vz 01
() (0
Aus einem Zustand
109
a7} %} . a1 35
(51)@)(52) a Bra
BrBa
wird dann
€3]
()= ((3))
= (7 26 ()= (0 o) ()
O\ —Yve B

B2
N T T
1

A N 1 ()
(\%041 + \%51) “ Ba \%04152 + \%5152
_ (%5041 + %551) e ?5041042 + ?51042
(?041 - ?551) * P2 \{—504152 - ?551@2
(75041 %ﬁl) e 12 — 7§ﬁ1042
0 Yvz 0 NG o0
Yva 0 20 a1 B
o vva 0 —Yva| | B
vz 0 —=Yvz 0 B152
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3.1.2 Ein bisschen Mathematik: Tensorprodukt von Matrizen

Man erkennt bei der Matrix U aus dem vorherigen Abschnitt eine Struktur, die man durch
ein Tensorprodukt von Matrizen beschreiben kann:

0 vz 0 1y

vz 0 1Yvz 0
U =
0 Yva 0 -z
vz 0 —1vz2 0
. 0 1 . 0 1
v2'\10/) v2 \1 0
|, /01 . (01
v2'\10/) v2\10
1 1
1/\/5 _1/\/5 1 0
Definition:

Zu zwei Matrizen A, S € C**? ist das Tensorprodukt A ® S € C*** definiert durch
s t s t as at bs bt
a - b-
a b 2 s t U v U U au av bu bv
c d U v s t s t cs ct ds dt
c- d-
u v u v cu cv du dv

Entsprechend definiert man das Tensorprodukt von A € C™4*™4 und S € C™s*"s als
A® S € Clmams)x(nans)

Beispiel 1:
102030
1 2 3 . 0oy 010 20 3
45 6 01/ 405060
040506
Beispiel 2:
Sind I,,, bzw. I,, die m- bzw. n-dimensionale Einheitsmatrix, so ist I,, ® I,, = I,.p,
z.B.
1. 10 0. 10 1 000
10 ® I 0y 01 01 0100
0 1 01_010110 0010
0 1 0 1 0001
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Bemerkungen:

1. Die Definition des Tensorprodukts von Matrizen umfasst offensichtlich das Tensorpro-
dukt von Vektoren, wenn man Vektoren als einspaltige Matrizen auffasst.

2. Beim Tensorprodukt von Matrizen kann man offensichtlich intuitiv mit Konstanten
umgehen.

Beispiel:

von = (5(1 1)) (50 )
:%(G _11)®<1 —11)> -

Vertraglichkeit des Matrix-Vektor-Produkts mit dem Tensorprodukt:

1 -1 -1
-1 -1 1

—_ = =

Man kann (elementar aber etwas miithsam) nachrechnen, dass gilt:

ZuaeCra AecCmaxna s € C", und S € C"s*"s gilt
(A-a)®(S-s) = (A®S)-(a®s).

Interpretation fiir Qubit-Transformationen:

Einzel-Qubit-Transformationen, die durch A bzw. S beschrieben werden, kann
man also zusammenfassen durch die Matrix-Vektor-Multiplikation von A ® S auf
den Gesamtzustand.

Beispiel:

111
Die Matrix H ® H = 1 <1 -+ 4
1-1-11
tige) Ausfithrung der Hadamard-Transformation auf die beiden Qubits eines

2-Qubit-Registers:

i) (vgl. oben) beschreibt die (gleichzei-

H

H

Die Vertraglichkeit des Matrix-Vektor-Produkts mit dem Tensorprodukt ist ein Spezialfall
(fiir einspaltige Matrizen B und T") des folgenden Satzes, den man (elementar aber etwas
miithsam) nachrechnen kann.
Satz:

Sind A, B, S und T Matrizen, so dass man A - B und S - T bilden kann, so gilt

(A-BY®@(S-T) = (A S)-(B®T).
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Bemerkung:

Es gilt

(Ao B)¥ = A" @ BY.

Dies kann man sich an folgendem Beispiel illustrieren:

ab e\ ) _ (aUbU U\
((d ‘ f)® ) - (d-U e-U f'U>

a*-UH . UH a* d*
= |- U" .U | = | b e | U
C*'UH f*UH C* f*

b H

a c

= ® U,

<d e f )

Tensorprodukt unitirer Matrizen ist wieder unitéar:

Mit dem Satz und der Bemerkung oben kann man nachweisen, dass das Tensorprodukt
U ® V zweler unitiarer Matrizen U und V wieder unitar ist:

Sind die Matrizen U und V unitér, so gilt U? - U = I und V¥ .V = I mit I als der
Einheitsmatrix (gegebenenfalls zu unterschiedlichen Dimensionen). Damit gilt
U (UsV)
pemeams (g @ v (U e V)
= Ut u)e (VIY)
= I ® I = I

Also ist (U@ V) = (U ® V)™ und damit U ® V unitér.

3.1.3 Gatter bei n-Qubit-Registern

Modifikationen bei einem n-Qubit-Register werden beschrieben durch eine Matrix-Vek-
tor-Multiplikation von einer unitdren C2"*2"-Matrix U mit dem entsprechenden Zustand
als Vektor im C?". In diesem Zusammenhang spricht man auch von Gattern.

Wirkt die Modifikation getrennt auf die einzelnen Qubits, so ergibt sich die Matrix U als
Tensorprodukt der einzelnen Modifikationen. Dass das Tensorprodukt unitdrer Matrizen
tatséchlich wieder unitér ist, wurde oben nachgewiesen.

Es gibt aber auch Modifikationen, die auf mehrere Qubits gemeinsam wirken, und die
man nicht als Tensorprodukt einzelner Modifikationen zerlegen kann. Beispiele dazu gibt
es in Abschnitt 3.2.

3 Quantengatter



33

Beispiel:
Der Schaltkreis

Py

wird durch die Matrix

0 Yva 0 1/va
vz 0 1Yvz 0

0 Yvz 0 -2
Yva 0 -2 0

U= H®P, =

(s. Seite 30) beschrieben. Man kann leicht nachrechnen, dass U unitér ist.
Alternative Beschreibung eines Gatters:

Statt durch eine Matrix kann man ein Gatter bei einem n-Qubit-Register auch durch
die Auswirkung auf die 2" Basiszustande |0...00), [0...01), ..., |1...11) festlegen.

Beispiel:

Bei einem 2-Qubit-Register wird ein Gatter eindeutig festgelegt durch die Festle-
gung der Abbildungen

100) = 5 (101) + [11) ), |01) = =5 (100) + [10))
|10) = 5 (101) — |11} ), |11) = —5(100) — [10) ).

Dies entspricht der durch H ® P, beschriebenen Transformation.

Dies kann man einerseits durch Vergleich der Spalten der zu H ® P, gehorigen
Matrix U (s. oben) mit der Zuordnungsvorschrift schen.

Andererseits kann man umformen:

00) = 5 (J01) +111)) = (10} + 1) ) @ 1) = (H[0) @ (Px|0))
01) = J5(100) +[10)) = (10} +511)) @10) = (o)) @ (Px|1))
10) = (101 = 1)) = (10} = 1))@ 1) = (HD) @ (Px o))
11) = 5(100) = [10)) = (10} = 5 11) ) @10} = (H[1) @ (P |1)).

Genauso wie nicht durch beliebige Matrizen sondern nur durch unitédre Matrizen re-
guldre Gatter beschrieben werden, gehort auch nicht jede beliebige Zuordnung von
Basiszustédnden zu Zielzusténden zu einem reguliren Gatter.

Mehrere Transformationen:

Fithrt man auf einem Quantenregister mehrere Transformationen nacheinander aus,
z.B. zunéchst eine Transformation U und dann eine Transformation V', so kann man
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die Wirkung der gesamten Transformation 7" durch die Matrix
T =V-U

beschreiben.

Man beachte die Reihenfolge: Das Bild liest man von links nach rechts. Da zuerst
U und dann V ausgefithrt wird, muss bei einer vektoriellen Berechnung auf einen
Zustand |W¥) zundchst U - |¥) berechnet werden. Auf diesen Zustand wirkt dann V.
Daher steht die Matrix V' beim Produkt auf der linken Seite.

3.1.4 Hadamard-Transformation fiir jedes Qubit

Héufig beginnt ein Quantenalgorithmus auf einem n-Qubit-Register damit, dass man
das Register mit |0), = [0...0) initialisiert und dann auf jedes Qubit eine Hadamard-
Trasformation anwendet, also

H®" = HRH®...® H.

Bei der Anwendung von H®" auf |0), erhélt man

(0 + 1)) @ (0 +11)) @... (H(I0)+1)))

= sy (10 +11) @ (10)+11)) @ (10) + 1)).

Beim Ausmultiplizieren erhélt man jede n-fache Kombination aus |0) und |1), also jedes
|k),, k=0,...,2" — 1. Also gilt:

2" —1

n 1
H®"0),, = WZV?%-
k=0

Wie wirkt H®" auf einen Basiszustand |z), mit z € {0,...,27 — 1}?
Sei beispielhaft n = 5 und z = 13, also |13), = [01101):
H®®|01101)
= (H0) @ (HI)) @ (H1) e (H]0) @ (1]1))
= (&) (0 +10) (0~ 1) @ (10~ 1) @ (10) +]1) © (10}~ 1)),

Beim Ausmultiplizieren erhdlt man wieder jede 5-fache Kombination aus [0) und |1),
allerdings je nach dem mit einem +- oder einem —-Vorzeichen. Beispielsweise sind die
Vorzeichen
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von |0), = [00000): +, 4+, +, +, +, im Produkt also +1.

von |31), = |11111): 4+, —, —, +, —, im Produkt also —1.
von |25). = |11001): 4+, —, +, +, —, im Produkt also +1.
von [19), = |10011): +, +, +, +, —, im Produkt also —1.

Man sieht: Betrachtet man |k), , so entsteht ,—“ an der Stelle s genau dann, wenn sowohl
das s-te Bit in der Binédrdarstellung von x = 13 als auch bei k gleich 1 ist. Ist x, bzw. k,
das entsprechende Bit, so erhélt man ,,—* also genau dann, wenn x; - ks = 1 ist. Kommt
dies fiir alle Bits gesehen ungerade-oft vor, so erhélt man ein —-Vorzeichen, kommt es
gerade-oft vor, so erhélt man ein +-Vorzeichen.

Dies motiviert die folgende Definition:

Definition:

Seien & = (zp_1...21%0)2 und k = (kn_1 ... k1ko)2 die Bindrdarstellungen von z,k €
{0,...,2" — 1}. Dann sei

.T@]C = LEnfl'knfl@...@l’l'kl@xo'k’o.

Dabei ist ,,“ das iibliche XOR von Bits.
Beispiel:
Zu 13 = (01101)3 und
0 = (00000)5 erhélt man: 130=0-001-061-060-101-0=0,
31 = (11111)5 erhédlt man: 1331 =0-191-1®1-100-16p1-1=1,
25 = (11001)y erhélt man: 13©25=0-1®1-101-060-001-1=0,
19 = (10011)5 erhédlt man: 13 19=0-1®1-041-000-1d1-1=1.

Bei # € {0,...,2" — 1} ergibt sich durch H®" |z) eine Uberlagerung aller Basiszustéinde
k), k€ {0,...,2" — 1}, wobei |k) ein +-Vorzeichen hat, wenn z ® k = 0 ist, und ein
—-Vorzeichen, wenn x @k = 1 ist. Dies kann man in jedem Fall durch (—1)*®* ausdriicken.

Insgesamt erhélt man:
Satz:
Fir z € {0,...,2" — 1} gilt

2"—1

n 1 x

k=0
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3.2 Spezielle Gatter bei 2-Qubit-Registern
3.2.1 CNOT-Gatter

Ziel ist das Quanten-Computing-Pendant zum klassischen XOR-Operator.

Der klassische XOR-Operator hat am Eingang zwei klassische Bits x und y und am
Ausgang die XOR-Verkniipfung = & y mit

00 =181 =0 und 0l = 160 = 1.

Quanten-Computing-Gatter werden durch unitédre Transformationen beschrieben. Insbe-
sondere sind sie also umkehrbar und miissen daher genau so viele Eingabe- wie Ausgabe-
Qubits besitzen. Dies kann man beispielsweise erreichen, indem ein Eingabe-Qubit mit
zum Ausgang hin ,,durchgeschleift® wird, also z.B. mit einer Abbidung

(,y) = (,2Dy).

Damit sind die Bilder der Basiszusténde eines 2-Qubit-Registers festgelegt:
|00) ~ ]00), ]01) ~ |O1), |10) +— |11), |11) =~ |10).

Man kann die Zuordnung auch folgendermaflen interpretieren:

Das zweite Bit wird negiert genau dann, wenn das erste gleich 1 ist.

Identifiziert man die Basiszustdnde wie iiblich mit Einheitsvektoren, also

ooy = (§). 1o = (§). o = (1), mo = (§).

so wird die Zuordnung durch die Matrix

o—OO
—OoOOoO

1000
0100
NOT =
CNO 0001
0010

beschrieben. Diese Matrix ist offensichtlich unitdr und stellt damit ein Gatter fiir ein 2-
Qubit-Register dar. Auf Grund der obigen Interpretationen wird es controlled-NOT-Gatter
genannt.

Im Blockschaltbild wird das Kontroll-Qubit mit einem Punkt und das Ziel-Qubit mit
einem @-Symbol markiert:
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Auf einen beliebigen Zustand |¥) eines 2-Qubit-Registers,
[¥) = 700 |00) + o1 [01) + 710 [10) + 711 |11)
angewendet, liefert das CNOT-Gatter den Zustand
Yoo [00) + 701 [01) + 710 [11) + 711 [10) = 700 [00) + Y01 [01) + Y11 [10) + 710 [11) -

Dies sieht man auch bei der vektoriellen Darstellung:

Yoo 1000 Yoo Yoo
wy= | ™| s onor(uyy = | 0D O e f o
Y10 00 01 Y10 Y11
Y11 0010 Y11 Y10

Erzeugung des Bell-Zustands:
Welcher Zustand wird durch das folgende Blockschaltbild erzeugt?
T
10) NP

Nach dem Hadamard-Gatter wird das erste Qubit zu %( 0) +]1) ). Der Gesamtzu-
stand ist dann

L(10) +11)) ®0) = Z5(]00) + [10)).

Durch die Anwendung des CNOT-Gatters wird dies zum Bell-Zustand

75 (100) +[11) ).
Auf diese Weise erhélt man also aus zwei unverschriankten Qubits einen verschriankten
Zustand.

Matrix-Darstellung;:

Da die Hadamard-Transformation nur auf das erste Qubit wirkt, kann man dies

durch
1 0 1 0
1 1 10 01 0 1
Hel = L = L
® \/5(1 —1) (0 1) V211 0 -1 0
01 0 -1
darstellen.
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Die anschlielende CNOT-Transformation wird durch die CNOT-Matrix beschrie-
ben, die Gesamt-Transformation 7" also durch das Matrix-Produkt (beachte die
Reihenfolge!)

1 000 10 1 0
0100 01 0 1
CNOT - (H & 1) 000 1 V211 0 =1 0
0010 01 0 -1
10 1 0
4, ]o1 0 1
V2101 0 -1
10 -1 0
1
Die Wirkung auf |00) = (8> ist dann
0
1 10 1 0 1 1
T.O:L0101 Of _ 1[0
0 v2lo 1 0 -1 0 vz | o
0 10 -1 0 0 1

3.2.2 Allgemeine kontrollierte Gatter

Zu einer beliebigen Transformation U, die auf ein Qubit wirkt, kann man das entsprechend
durch ein anderes Qubit kontrollierte Gatter betrachten:

T

U

Dies bedeutet fiir Basiszustédnde, dass das U-Gatter nur dann ausgefiihrt wird, wenn das
Kontroll-Qubit gleich |1) ist, beim ersten Qubit als Kontroll-Qubit also

00) ~ [00), [01) ~—[01), [10) — ([1)@U|0)), [11) — ([1)@U[1)).
Die entsprechende Transformationsmatrix hat dann die Block-Struktur (é 8), also bei
U= (1)

0
0

0 0

1 0

0 wpo uon
0

o O O

U U1
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Beispiel:
Das Pauli-X-Gatter vertauscht die Basiszustéinde, Px = (9}).

Das vom ersten Qubit kontrollierte Pauli-X-Gatter auf dem zweiten Qubit hat dann
also die Transformationsmatrix

o O O =
o O = O
_ o O O
o = O O

Dies entspricht genau der CNOT-Transformation, wie man sich auch durch die Ab-
bildung der Basiszusténde klar machen kann.

o

3.2.3 Swap Gatter

Das Swap-Gatter

vertauscht |01) und |10) und damit die beiden Qubits:
|00) ~— ]00), |01) ~ [10), |10) ~— |01), |11) ~— |11).

Die Abbildungsmatrix ist

o O O
o = O O
o O = O
_ o O O
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3.3 No-cloning-Theorem

Kann es einen Quanten-Schaltkreis geben, der ein Qubit kopiert?

Da eine entsprechende Transformation unitér sein muss, und man am Ausgang zwei Qubits
haben mochte (das originale und das kopierte), braucht man auch am Eingang zwei Qubits.

W) V)
U
|o) W)

Ziel ist also eine Transformation U, die zwei Qubits |¥) und |®) entgegennimmt und das
eine kopiert, also

Fiir alle ) gilt: U(|¥) @ [®g)) = |¥) ® |P).

Bemerkung:

Es reicht dabei aus, wenn U nur bei einem bestimmten zweiten Qubit |®q) kopiert
(man koénnte hier auch 0.B.d.A |0) nehmen); es braucht nicht bei allen |®) zu kopieren;
das wére auch gar nicht moglich, denn dann wére die Abbildung nicht invertierbar
und damit auch nicht unitér, da z.B. sowohl |00) als auch |01) auf |00) abgebildet
wiirden.

Es gilt also insbesondere
U(]0) ® |®g)) = [00) und  U(]1) @ |@g)) = |11).
Was ist dann U ( |¥) ® |®o) ) mit |¥) = \/LE( 0) + 1) )7
Wegen der Kopier-Eigenschaft gilt einerseits
(&0 +10) @ 120) ) = Z(10)+11)) © 25(10) + 1))
= 1(]00) + |01) + |10) + [11) ).
Wegen der Linearitdt von U gilt andererseits
1 _ 1 1
U( 500+ 1) @120)) = U(F510) @ 20) + 1) ©100) )
= %U(m) ® |<I>o>> + %U(M ® \<I>o>)
— 75 100) + 75 111).
Damit hat man einen Widerspruch! Eine solche Transformation kann es also nicht geben.
Es gilt allgemein:

No-cloning-Theorem:

Man kann ein Qubit nicht kopieren.
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4 Deutsch- und Deutsch-Jozsa-Algorithmus

4.1 Deutsch—Algorithmus

Problemstellung:

Es soll untersucht werden, ob eine Miinze zwei gleiche Seiten oder zwei verschiedene
Seiten besitzt.

In der klassischen Welt muss man dazu die beiden Seiten der Miinze betrachten, also
zwei Blicke auf die Miinze werfen.

Der Algorithmus von Deutsch (benannt nach David Deutsch) erlaubt, die Fragestel-
lung mit einem ,,Blick” auf die Miinze zu beantworten.

Mathematische Formulierung:

Die beiden Seiten der Miinze kann man mit 0 und 1 bezeichnen, und auch das, was auf
der Miinze steht kann man als 0 oder 1 auffassen, so dass man die Miinze modellieren
kann als Funktion

f:{0,1} = {0, 1}.
Die Frage ist dann,
ob f(0) = f(1) (die beiden Seiten der Miinze sind gleich) oder
ob f(0) # f(1) (die beiden Seiten der Miinze sind verschieden) gilt.

Klassisch muss man zur Beantwortung der Frage f(0) und f(1) berechnen, also die
Funktion f zwei Mal auswerten. Der Algorithmus von Deutsch erlaubt, die Fragestel-
lung mit einer Auswertung von f zu beantworten.

In dem Zusammenhang bezeichnet man die Funktion f auch als Black-Box oder
als Orakel. Klassisch muss man das Orakel zwei Mal befragen, der Algorithmus von
Deutsch kommt mit einer Befragung aus.

Quantenversion des Orakels:

Fiir eine Quanten-Version des Orakels braucht man eine unitire Transformation, in
der f vorkommt. Dazu betrachtet man auf einem 2-Qubit-Register die Transformation
Uy, die durch

Ur(lr) @ ly)) = |o) @[y & fz)) fir 2,y €{0,1}

festgelegt ist. Dabei ist ,,“ das iibliche XOR klassischer Zusténde.

Man kann nachrechnen, dass Uy fiir jede beliebige Funktion f : {0,1} — {0, 1} unitér
ist.
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Der Algorithmus:

n— n s o e—=

— n

) ) ) W)
Aus |¥y) = [0) ® |1) wird zunéchst

W) = (Hlo)@HD) = (H10)+1)) e (H(0)-11)) =

Betrachte nun zunéchst die Wirkung von Uy auf |z) ® |—) mit = € {0,1}:

Wegen der Linearitét von Uy gilt

Uy @ 1)) = Us(le) @ Z5(10) - 1))
= U (L e0) - [2) © 1))
& (v (!x>®!0>) Uf(\x>®|1>))
= %<|x ®[0® f(z \x>®|leaf(fc)>)
5 [2) @ (|f(2)) - |169f( ) )-

Fiir den hinteren Teil |f(z)) — |1 ® f(z)) gilt,
falls f(z) = 0 ist:

[f(@)) —e flz) = 10)—[1) = (=1 (l0)=]1)),
falls f(z) =1 ist:
[f(2)) = L& f(z)) = [1)—10) = (=1)"-(|0) —[1)).

Daher kann man in jedem Fall schreiben:

[f(@) = 1@ f(2)) = (1) (Jo) —[1)).

Damit gilt weiter

Ul @ 1-)) = Hloe (=17 (o) - 1))
= (1@ () © ).

I+ ©l=).
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Damit kann man nun |W,) berechnen:

) = U (G0 +1)) @)

@) = H((=D 10y + (=)' 1)) @ |-)
~)FO - (L (10) + 1)) ®-)
DO ([ @ |-)).

2. Fall: £(0) # f(1): Dann ist (—1)/® = —(—1)7©® und damit

) = (-1 10) — (1)@ 1) ) @ |-)
= (1O (L(I0) - 1)) @1-)
(=@ (=) @]-)).

Sl

Wegen H |+) = |0) und H |—) = |1) folgt dann
falls: £(0) = F(1): [T5) = (~1)/@ - (o) @]-)),
falls: £(0) # F(1): |¥) = (<1 - (]1) @ |)).
Die Messung des ersten Qubits gibt nun also Auskunft, welcher Fall vorliegt:
Liefert die Messung |0), so ist f(0) = f(1),
liefert die Messung |1), so ist f(0) # f(1).
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4.2 Deutsch-Jozsa-Algorithmus

Der Deutsch-Jozsa-Algorithmus verallgemeinert den Deutsch-Algorithmus fiir eine Funk-
tion f: {0,1}" — {0, 1}. Als Argument werden n-stellige Bitstrings mit der entsprechend
dargestellten Zahl x € {0,...,2" — 1} identifiziert.

Problemstellung:

Vorgegeben ist eine Funktion f : {0,1}" — {0, 1}, von der man weif}, dass sie entweder

konstant ist, also alle Funktionswerte sind gleich 0 oder alle Funktionswerte sind
gleich 1, oder

balanciert ist, d.h. gleich oft 0 und 1 als Ergebnis liefert.
Es soll die Frage untersucht werden, welche der beiden Alternativen vorliegt.

Klassisch muss man dazu im worst-case die Funktion %-2”+1 mal aufrufen, denn erhélt
man immer nur den gleichen Wert, so weifl man nach der Hélfte aller Argumente immer
noch nicht mit Sicherheit, ob man bei einer balancierten Funktion zufillig genau die
eine Héilfte der Argumente mit gleichem Funktionswert getestet hat. Erst die néchste
Auswertung liefert Klarheit.

Der Algorithmus von Deutsch-Jozsa (benannt neben David Deutsch nach Richard
Jozsa) erlaubt, die Fragestellung mit einer Funktionsauswertung zu beantworten.

In dem Zusammenhang bezeichnet man die Funktion f wieder als Black-Box oder
als Orakel und braucht wieder eine Quanten-Version des Orakels, also eine unitére
Transformation, in der f vorkommt. Diese baut man &hnlich auf wie beim Deutsch-
Algorithmus: Man betrachtet auf einem (n + 1)-Qubit-Register die Transformation
Uy, die durch

Us(lz), @ ly)) = |}, @y ® f(x)) fiir z € {0,1}" und y € {0,1}

festgelegt ist. Man kann nachrechnen, dass die Transformation Uy fiir jede beliebige
Funktion f:{0,1}"™ — {0, 1} unitar ist.

Der Algorithmus:

\0)—?— H 0 M ——
o — u U w e e—
v—1u

W) [w) ) [
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Analyse:
Aus |¥y) = 10), ® |1) wird zunéchst
W1) = (H®"[0),) ® (H[1)).
Man kann sich iiberlegen (formal z.B. mittels vollstandiger Induktion), dass die Trans-

formationsmatrix zu H®" bei einem Vorfaktor 2,% in der ersten Zeile und Spalte lauter
Einsen enthélt (an den anderen Stellen stehen +1 oder —1):

1 1
Hon QL/ ! ; i (%)
1 * *
Damit ist
11 ...1 1
1 1 % ... % 0 1 1 1 2!
R 1 R B D I R D S
1 =* * 0 1 =

Wegen H |1) = |—) ist also

2" -1

) = ) @ (HI) = (55 O 0, ) 1)

Betrachtet man nun die Wirkung von Uy auf |z), ® |—) mit = € {0,1}", so erhilt
man genau wie beim Deutsch-Algorithmus

Us(l2), ®1=)) = (=17 (|a), ®@|-)).

Damit erhalt man

v = 0w = V(g X 1) @10))
- ﬁjzz_:vf(mm—w
= o 2n2:<—1>f<w> (1)@ ).
= (5 inzz_:(—wf(@ f2),) @)
= W)@l mi |@?>:2i/22n2:<—1>f<z>-|x>n.
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Fiir den letzten Teil des Algorithmus ist das |—) im letzten Qubit nicht mehr relevant

sondern nur |¥y) und dann die Messung von |U3) = H®"|U,).
1. Fall: f ist konstant, f(z) = f(0) fiir alle x € {0,...,2" —1}.

Dann ist

2" —1

W) = ) (55 3 ).

Dies entspricht (—1)7©@ . F®"|0)  und da H®" zu sich selbst invers ist, erhélt
man

Ws) = H"|Wy) = HO"((-1)/@ - 1" 0),)
= (-1)/©. HE"(H®"|0),)
(=1)/@ -0y, .

Bei der abschlieBenden Messung erhélt man also garantiert den 0-Zustand |0),,.
2. Fall: f ist balanciert.
Behauptung:

—_—

Dann ist die Wahrscheinlichkeit, dass man bei der Messung von |¥3) den
0-Zustand |0),, erhélt, gleich 0.

In Vektor-Schreibweise ist

e ST
L) — _1\/ (@), =
=0 (_1)f(2"—1)

Mit der Matrix-Darstellung (x) von H®" erhélt man also

1 LIRS 1 (_1)f(0)
— oni= 1 1 .0 % 1 )
W) = H™W2) = 5. . . | 'om |
. . . <_1)f(2n71)
1 .0 %

—_—

Bei Darstellung von |¥3) als Linearkombination der Einheitsvektoren ist der Vor-
faktor des ersten Einheitsvektors, also von |0),, gleich der obersten Komponente
dieses Matrix-Vektor-Produkts. Diese obersten Komponente ist gleich

2" —1

1
3 2V =0,

=0

denn da f balanciert ist, gibt es in der Summe genau so viele +1 wie —1. Damit ist
auch die Wahrscheinlichkeit, dass man bei der Messung von |¥3) den 0-Zustand
|0),, erhélt, gleich 0.
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Algorithmus von Bernstein-Vazirani:

Der Algorithmus von Bernstein-Vazirani ist von der Problemstellung eng verwandt

bzw. vom Ablauf her identisch mit dem Deutsch-Jozsa-Algorithmus.

Problemstellung:

Vorgegeben ist eine Funktion f : {0,1}" — {0,1}, die durch ein binéres Skalar-
produkt ,®“ erzeugt wird, d.h. es gibt ein a = (a,_1 ...aja9)2 € {0,...,2" — 1},
so dass fiir x = (2,1 ... 7120)2 € {0,...,2" — 1} gilt

flx) = a®x = ap1 T 1D ... Hay -z D ag- .
Gesucht ist das a € {0,...,2" — 1}, das die Funktion f erzeugt.

Klassisch kann man a bestimmen, indem man f an 2er-Potenzen, also den Ko-
ordinaten-Vektoren mit einer 1 an der Stelle s und 0 an allen anderen Stellen,
auswertet und so sukzessive die Werte a, ermittelt. Dazu braucht man n Funkti-
onsauswertungen.

Der Algorithmus von Bernstein-Vazirani erlaubt, die Fragestellung mit einer Funk-
tionsauswertung zu beantworten.

Als Quanten-Version von f betrachtet man wie beim Deutsch-Jozsa-Algorithmus
die Transformation Uy, die durch

U(lz), ®|y)) = |z),@ly® f(x)) firze {0,1}" und y € {0,1}

festgelegt ist.

Algorithmus:

Der Algorithmus ist nun genau gleich dem Deutsch-Jozsa-Algorithmus.

Man kann zeigen, dass bei einer durch a festgelegten Funktion gilt:

V3) = |a), .

Die Messung liefert also eindeutig a.

Begriindung:

Dass die Messung tatséchlich eindeutig a liefert, kann man mit Hilfe der in Ab-
schnitt 3.1.4 hergeleiteten Wirkung von H®" nachrechnen:

Wie beim Deutsch-Jozsa-Algorithmus ist |U3) = H®"|W,) mit

2" —1

— 1 -

=0

hier mit der Funktion f(z) =a ® z, also

2" —1
T 1 aT n
W3) = WZ(_D@ -H" [z),, .
=0
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Nach Abschnitt 3.1.4 ist

2n—1

n 1 T
f{® |x>n = QWb ZE:(__1> Qk’k>n'

k=0

Damit erhélt man durch Einsetzen und dann Vertauschung der Summationsrei-

henfolge
- = =
W5 = g 2D S (1R,
=0 k=0

DI DICIENEITN

k=0 =0

Der Vorfaktor von |k), ist also

n

2n—1

N
—_

1
2n

(_1>a®z . (_1>z®k — Qin (_1)a®x+k®x (*)

x=0 =0

Ist a = k, so ist der Exponent von —1 immer gerade. In der Summe werden also
2" Einsen addiert; mit dem Faktor 2% erhdlt man also 1, d.h. der Vorfaktor von
la), ist 1. Wegen der Normierung miissen dann alle anderen Vorfaktoren gleich
Null sein (man kann sich auch bei (x) iiberlegen, dass bei a # k genau so viele +1
wie —1 in der Summe entstehen, und diese daher gleich 0 ist), und eine Messung

liefert eindeutig |a),,.
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5 Was kann ein Quantencomputer?

5.1 Schaltkreise

Fragestellung:

Operationen, die ein Quantencomputer durchfithren kann, sind — abgesehen von Mes-
sungen — unitidre Transformationen. Kann man damit alles das programmieren, was
man auch mit klassischen Computern programmieren kann?

Beispiel:
Der folgende Schaltkreis beschreibt einen klassischen Halbaddierer, d.h., der Output

stellt in der Form cs die zweistellig bindr dargestellte Summe von z und y, z, y € {0, 1},
dar:

XOR —o s

AND —o c

Bestandteile:

Ein klassicher Schaltkreis besteht aus den Basis-Verkniipfungen
NOT, XOR, AND und OR.

Ferner hat man in einem klassischen Schaltkreis Verzweigungen, also Stellen, an denen
ein Bit kopiert wird.

Kann man diese auf Quantencomputern realisieren?
Hifs-Qubits:

Je nach Realisierung kann die gleiche Aufgabe klassisch durch mehr oder weniger
Bits realisiert werden. Entsprechend sind fiir eine Quanten-Computing-Realisierung
Hilfs-Qubits erlaubt.

Hilfs-Qubits sind auch (unabhéngig) fir die Eingabe- und Ausgabe-Seite erlaubt.
Ansonsten hétte man direkt ein Problem, denn bei einem klassischen Schaltkreis gibt
es keine Restriktionen bzgl. der Anzahl der Eingabe- und Ausgabe-Bits — z.B. kénnen
drei Eingabe-Bits auf zwei Ausgabe-Bits abgebildet werden oder vier Eingabe-Bits
auf sieben Ausgabe-Bits —, wihrend man bei Qubits eine unitéire Transformation und
damit insbesondere genausoviel Eingabe- wie Ausgabe-Qubits haben muss.
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Kopieren von Bits:

Das No-Cloning-Theorem besagt, dass man Qubits nicht kopieren kann.

Hier geht es aber nur darum, den Fall klassischer Zustdnde betrachtet als Basis-
zustande nachzubilden.

Da der Ausgang eines Kopier-Vorgangs zwei Bits enthélt, muss die Quanten-Compu-
ting-Realisierung auch am Eingang zwei Qubits entgegennehmen, also neben dem fiir
die Basiszustédnde zu kopierenden Qubit noch ein zweites Qubit. Dabei reicht es, wenn
nur fiir einen speziellen Wert, z.B. |0), des zweiten Qubits, die Kopier-Eigenschaft
(bezogen nur auf Basiszustidnde des ersten Qubits) erfiillt ist.

) )
U fir z € {0, 1}.
0) — %)

Man sucht also eine unitiare Transformation U mit
U(]00)) = |00) und U(|10) = |11);

die Wirkung auf |z1) ist nicht festgelegt.

Das CNOT-Gatter mit dem ersten Qubit als Kontroll- und dem zweiten als Ziel-Qubit
erfiillt offensichtlich diese Eigenschaft.

Erste Uberlegungen zu Verkniipfungen:

Die NOT-Operation ist die Abbildung von einem Bit auf ein Bit:
NOT(0) = 1, NOT(1) = 0.

Das Qubit-Pendant ist das Px-Gatter:

o= () () = (1) =
= ()0 < () - o

Die anderen Operationen (XOR, AND und OR) bilden zwei (klassische) Bits auf ein
(klassisches) Bit ab. Bei einer unitidren Transformation hat man genausoviel Eingabe-
wie Ausgabe-Qubits.

Fiir XOR wurde das schon in Abschnitt 3.2.1 betrachtet: Man dubliziert ein Eingabe-
Qubit auf ein Ausgabe-Qubit; das andere Ausgabe-Qubit entspricht der XOR-Ver-
kniipfung:

(x,y) — (z,z XOR y).
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Realisiert wird dies durch das CNOT-Gatter, das dem kontrollierten Pyx-Gatter ent-
spricht.

Allerdings ergibt eine dhnliche Konstruktion fiir AND bzw. OR keine unitéare Trans-
formation, denn bei AND wire dann beispielsweise

(0,0) — (0,0 AND 0) = (0,0) und (0,1) — (0,0 AND 1) = (0,0),
und bei OR wére dann beispielsweise
(1,0) — (1,1 OR0)=(1,1) und (1,1) — (1,1 OR 1) =(1,1);

die Abbildung wiére also nicht injektiv und damit nicht invertierbar.

Keine 2-Qubit-Realisierung von AND und OR:
Behauptung:

Es gibt keine 2-Qubit-Realisierung von AND und OR, d.h. keine unitédre Trans-
formation, die zwei Qubits entgegennimmt und am Ausgang in einem Qubit das
Resultat einer AND- bzw. OR-Verkniipfung der Eingangs-Qubits enthélt, falls
diese in einem Basiszustand sind.

Begriindung:
Angenommen, es gibt eine Realisierung von AND auf einem 2-Qubit-Register, also
eine unitire Transformation U, die zwei Qubits entgegennimmt und am Ausgang
in einem Qubit —0.B.d.A. im ersten Qubit — das Resultat einer AND-Verkniipfung
der Eingangs-Qubits enthélt, falls diese in einem Basiszustand, also gleich |0) bzw.
|1), sind. Das zweite Ausgangs-Qubit kann dabei irgendwie von den Eingangs-
Qubits abhéngen:
|z AND y)

)
U fir z,y € {0,1}.
ly) — — Vo)

Als Formel:
U(lz) @ ly)) = |z AND y) ® |V,,) fir z,y € {0,1}.
Dann gilt also insbesondere
Ul00) = 10)®[¥oo), UI01) = |0)®[¥or), U[10) = [0) @ |¥y).

Betrachtet man dies vektoriell und setzt man [U,,) = auy [0) + By |1) = (gzz),
so erhéalt man als Bilder
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Als Bilder der ersten drei Einheitsvektoren sind dies die ersten drei Spalten der
Abbildungsmatrix zu U. Diese Matrix hat dann also die Gestalt

S O % %
O O ¥ ¥
S O % %
EE S

wobei * fiir einen beliebigen Eintrag steht.

Da die letzten beiden Zeilen Vielfache voneinander sind, kann diese Matrix nicht
invertierbar, also insbesondere nicht unitér sein - Widerspruch!

Ahnlich kann man fiir OR argumentieren.

Das Toffoli-Gatter:

Das Toffoli-Gatter T ist ein Gatter auf einem 3-Qubit-Register. Auf Basiszusténde
angewendet bewirkt es die Invertierung des dritten Qubits, falls die ersten beiden

Qubits gleich |1) sind. Entsprechend kann man es als zweifach-kontrolliertes NOT
(bzw. Px-Gatter bzw. XOR) ansehen:

N
L/

T ® 1) ®2) = [1)®[1) ®|NOT(z))  fir € {0,1} und

Iz @y @) = [nelylzs)  fireyze]{0,1}, (z,y) # (1,1).

Man kann sich iiberlegen, dass die Toffoli-Transformation unitér ist. Ferner ist sie
offensichtlich zu sich selbst invers:

T(T(lvyz)) = lvyz).

Mit dem Toffoli-Gatter kann man nun die AND-Verkniipfung realisieren, denn durch
Betrachtung der vier unterschiedlichen Fille fiir 2,y € {0, 1} sieht man:

) %)
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Da man die OR-~Verkniipfung durch Negation auf die AND-Verkniipfung zuriickfithren
kann,

2 ORy = NOT(NOT(z) AND NOT(y)),

kann man mit Hilfe von Px-Gattern entsprechend die OR-Verkniipfung auf Qubits

realisieren:

’l’> PX L 2 PX |ZL'>

y) Px ® Px ——y)

10) & Px |z OR y)
Bemerkung:

Man kann zeigen, dass das Toffoli-Gatter universell ist, d.h., dass sich allein damit
alle Basis-Verkniipfungen darstellen lassen.

Fazit:

Mit einem Quantencomputer kann man klassische Schaltkreise nachbauen:

Mit ggf. linearem Mehraufwand kann man einen Quanten-Schaltkreis realisieren, der
(ggf. bei entsprechender Initialisierung von Hilfs-Qubits) bzgl. der Basis-Zusténde
die gleiche Wirkung (ggf. auf ausgewihlte Ausgabe-Qubits) hat wie der klassische
Schaltkreis.

Beispiel:
Wendet man die vorgestellten Ubertragungen von Kopieren und XOR- und AND-

Verkniipfung auf den im Beispiel zu Beginn des Kapitels betrachteten Halbaddierer
an, so erhélt man folgende Quanten-Computing-Realisierung:

|z) * *
ly) ’ D )
0) o
0) —D ¢
10) D )

Man kann den Schaltkreis optimieren, indem man auf das explizite Kopieren verzich-
tet:
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) ,L
U |s)

10) NP, )

Durch Betrachtung der einzelnen Fille kann man sich {iberzeugen, dass cs die zwei-
stellig binér dargestellte Summe von x und y, x,y € {0, 1}, darstellt.

5.2 Komplexitatsklassen

Disclaimer: Das folgende sind grob vereinfachte Darstellungen!

Betrachtet werden im Folgenden Entscheidungsprobleme, d.h. Probleme, die mit ,,ja“ oder
,hein® beantwortet werden konnen.

Beispiele:
1. Vorgegeben ist ein lineares Gleichungssystem. Hat das Gleichungssystem eine eindeu-
tige Losung?

2. Gibt es bei vorgegebenen Stddten und Entfernungen zwischen diesen Stéddten eine
Rundreise durch alle Stédte, die eine gewisse vorgegebene Lénge nicht iiberschreitet?

3. Man hat eine Urne, in der sich Kugeln befinden. Man weif3, dass entweder 2/3 der
Kugeln schwarz und die anderen weifl sind oder umgekehrt. Ist die vorliegende Urne
hauptséchlich mit schwarzen Kugeln gefiillt?

Definitionen:

e Ein Problem ist in der Klasse P (polynomial) genau dann, wenn man mit einem
klassischen Computer das Problem in polynomieller Zeit 16sen kann.

Beispiel:

Das erste Beispiel ist in P, da man ein lineares Gleichungssystem mit dem Gauf3-
verfahren in polynomieller Zeit 16sen und damit die Frage beantworten kann.

e Ein Problem ist in der Klasse NP (non-deterministic polynomial) genau dann, wenn
man fiir den ,,ja“-Fall — falls einem ein ,,Orakel“ einen Beweis (,,Zertifikat*) fiir das ,,ja“
sagt — die Losung in polynomieller Zeit mit einem klassischen Computer iiberpriifen
kann.

Beispiel:

Das zweite Beispiel ist in NP, denn gibt es eine Rundreise kiirzer als die vorgege-
bene Léange, und das Orakel verrét diese Rundreise, so kann man in polynomieller
Zeit iiberpriifen, dass das stimmt.

e Ein Entscheidungsproblem ist in der Klasse BPP (bounded error probabilistic polyno-
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mial) genau dann, wenn man in polynomieller Zeit mit einer festen Wahrscheinlichkeit
grofer 1/2 die Entscheidung mit einem klassischen Computer richtig treffen kann.

Beispiel:
Das dritte Beispiel ist in BPP, denn durch die Ziehung einer Kugel hat man einen

entsprechenden Hinweis fiir die Antwort. Durch mehrfache Ziehnungen kann man
die Sicherheit exponentiell erhohen.

e Ein Entscheidungsproblem ist in der Klasse BQP (bounded error quantum polynomi-
al) genau dann, wenn man in polynomieller Zeit mit einer festen Wahrscheinlichkeit
grofer 1/2 die Entscheidung mit einem Quantencomputer richtig treffen kann.

Beziehungen zwischen den Komplexititsklassen:
e P C NP,
denn eine polynomielle Berechnung ist schon ein Zertifikat.
Ob P = NP oder P C NP gibt, ist eine der grolen offenen Fragen in diesem Bereich.
e P C BPP,
da eine sichere Entscheidung eine Entscheidung mit Wahrscheinlichkeit grofier 1/2 ist.
e BPP C BQP,
wegen der Uberlegungen aus Abschnitt 5.1.
e BPP und NP bzw. BQP und NP:
bisher unbekannt.

Eine mogliche Lagebeziehung ist die folgende.

BQP
BPP Q

Es kénnten aber auch Mengen-Gleichheiten gelten oder, dass NP ganz in BQP oder BPP
liegt oder umgekehrt.
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Beispiel:
Das Problem der Primfaktor-Zerlegung ist in NP, denn eine vom Orakel vorgegebene
Faktorisierung kann man in polynomieller Zeit iiberpriifen. Bisher ist aber nicht be-
kannt, ob das Problem auch in P ist; zur Zeit ist kein polynomieller Algorithmus zur
Berechnung einer Primfaktor-Zerlegung bekannt.

Der Shor-Algorithmus ist allerdings ein polynomieller Quanten-Algorithmus, der mit
einer hohen Wahrscheinlichkeit die Primfaktor-Zerlegung berechnet, d.h., das Problem
ist in BQP.

5.3 Adiabatischer Quantencomputer

Die bisherigen Betrachtungen bezogen sich auf sogenannte Gitter-basierte-Quantencom-
puter. Entsprechend der obigen Ausfithrungen sind sie universell in dem Sinne, dass man
prinzipiell alle Dinge, die man mit einem klassischen Computer berechnen kann, auch mit
einem solchen Quantencomputer berechnen kann.

Adiabatische Quantencomputer, auch Quanten-Annealer genannt, arbeiten auf eine andere
Weise und sind nicht universell. Sie {ibertragen das klassische Konzept des simulated
Annealing auf Quanten.

Simulated Annealing:

Das simulated Annealing ist ein klassisches probabilistisches Optimierungsverfahren.

Es versucht, den Prozess des Abkiihlens (,,annealing) bei einer Kristallisation nach-
zubilden: Bei der Abkiihlung von Substanzen kann es verschiedene lokale Energiemini-
ma geben, in die die Substanz iiberfithrt wird. Beim langsamen Abkiihlen erhélt man
im Duchschnitt niedrigere Energieniveaus, da von Zeit zu Zeit durch Zufallsprozesse
Energiebarrieren zwischen den lokalen Minima iibersprungen werden.

/()

Die Idee des simulated Annealings ist, Nachbarschafts-Strukturen in einem Definiti-
onsgebiet D einer zu optimierenden Funktion f : D — R auszunutzen. Man geht
schrittweise vor (zuféllig oder gezielt, z.B. mittels des Gradientenverfahrens) und ak-
zeptiert einen Schritt, wenn man einen besseren Funktionswert hat. Bei einem schlech-
teren Funktionswert wird der Schritt mit einer im Laufe des Prozesses kleiner wer-
denden Wahrscheinlichkeit akzeptiert.
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Quanten-Annealing:

Beim Quanten-Annealer nutzt man eine dhnliche Idee, allerdings direkt auf der quan-
tenmechanischen Struktur. Man beginnt mit einer Konstellation, deren Grundzustand
— also deren Energie-Minimum — man kennt und herstellen kann.

Ein quantenmechanisches Prinzip besagt nun, dass das System bei einer allméhlichen
Modifikation weiter im Energie-Minimum verbleibt. Dieses nutzt man aus, indem man
die Konstellation mit einem bekannten und erreichten Grundzustand allméhlich so
modifiziert, bis man ein System erhélt, bei dem der Grundzustand Riickschliisse auf
die Losung des zu untersuchenden Optimierungsproblems gibt.

Stand der Technik:

Bei adiabatischen Quantencomputern kann man aktuell deutlich mehr Qubits hand-
haben als bei Gitter-basierten Quantencomputern.

Am Forschungszentrum Jiilich wurde Anfang 2022 ein adiabatischen Quantencompu-
ter mit 5000 Qubits von der Firma D-Wawve in Betrieb genommen.
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6 Algorithmus von Grover

6.1 Grundsatzlicher Ablauf

Fragestellung:

Gesucht ist ein bestimmtes Element in einer unsortierten Datenbank.

Konkreter: Gegeben ist eine Funktion f : D — {0,1}, wobei bekannt ist, dass es
genau ein zg € D gibt mit f(z) = 1; fur alle anderen x € D ist f(z) = 0.

Klassisch muss man die Elemente aus D durchprobieren. Gibt es N verschiedene
Elemente in D, so braucht man im worst-Case N — 1 Auswertungen; im Durchschnitt
sind es N/a.

Mit dem Algorithmus von Grover kann man schon nach ca. vV N Auswertungen das
gesuchte Element mit hoher Wahrscheinlichkeit finden.
Quantenversion:

Fiir eine Quanten-Version betrachtet man D = {0, 1}".

Zur Realisierung der Funktion f nutzt man wie beim Algorithmus von Deutsch-Jozsa
eine unitdre Transformation U; auf einem (n + 1)-Qubit-Register, die durch

Us(lz), @ ly)) = ), @y ® f(x)) fiir x € {0,1}" und y € {0,1}

festgelegt ist.
Idee des Algorithmus:

Die grundsétzliche Idee des Algorithmus ist eine sogenannte Amplituden-Verstarkung
(amplitude amplification): Die Amplitude des gesuchten Elements wird (sukzessive)
erhoht, die der anderen Elemente erniedrigt.

Genau wie beim Algorithmus von Deutsch bewirkt die Anwendung von Uy auf einen
Zustand |z) ® |—) mit z € {0,1}"

Us(l2), ® =) = (=D (Ja), ® =),

d.h., die Amplitude des gesuchten Elements xy wird invertiert, alle anderen Amplitu-
den bleiben gleich.

Der Algorithmus von Grover startet mit einer gleichméBigen Uberlagerung aller Zustéinde
x € {0,1}". Durch Anwendung von Uy wird dann die Amplitude des gesuchten Ele-
ments invertiert.

Das folgende Bild stellt die Amplituden fiir den Fall n = 2, also N = 4, dar, wobei das
zweite Element das gesuchte ist. Die gleichméBige Uberlagerung liefert als Amplituden

. . 1 _ l
jeweils \/; = 3.
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-1+

Bei einer Messung wiren nun weiterhin alle Zustdnde gleich wahrscheinlich. Der Al-

gorithmus spiegelt nun aber alle Amplituden am Mittelwert der Amplituden.

Im Beispiel N = 4 ist der Mittelwert m

11111y 1

m_Z'(ﬁ_i 2 5)_1'
14 1
m___l___l___l__t Spieg_el>ung m
—14 —1

Der gesuchte Zustand bekommt dadurch die Amplitude 1, alle anderen 0, so dass eine

Messung den gesuchten Zustand sogar garantiert ermittelt.

Fiir groflere Werte von N hat man eine kleinere Amplitudenverstirkung als bei N = 4.
Daher wiederholt man die beiden Schritte (Anwendund von U; und Spiegeln am
Mittelwert), bis die Amplitude von z( signifikant grof} ist.

Beispiel N =8:

Fiir N = 8 haben zunéchst alle Zustinde die Amplitude \/% % ~ 0.35. Nach

Anwendung von Uy, also dem Invertieren der Amplitude des gesuchten Elements,
ist der Mittelwert

"= %.ng.@

Nach dem Spiegeln erhélt man ca. 0.88 als Amplitude des gesuchten Elements und

~
~

0.26.

ca. 0.18 fiir die {ibrigen Elemente.

Der Mittelwert nach erneutem Invertieren liegt bei ca. 0.04 und ein Spiegeln liefert
ca. 0.97 als Amplitude des gesuchten Elements und ca. —0.09 fiir die {ibrigen
Elemente.

Die folgenden Bilder stellen die Amplituden beginnend nach der ersten Invertie-
rung dar fiir den Fall, dass das dritte Element gesucht ist.
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11 11
Spiegelung .,

-1 4+ -1 4+

Man darf allerdings nicht zu viele Iterationen durchfiihren, da sich sonst die Amplitude
von zg wieder verkleinert.

Beispiel N = 8&:

Nach einer erneuten Invertierung im Beispiel oben fiir N = 8 ist der Mittelwert
ca. —0.2 und ein Spiegeln liefert ca. 0.57 als Amplitude des gesuchten Elements
und ca. —0.31 fiir die {ibrigen Elemente.

11 11
Spiegelung
— |
m — — -—— -— -— — -
-1 4+

Details:
Start des Algorithmus:
Der Start des Algorithmus ist wie beim Deutsch-Jozsa-Algorithmus:

Neben den n Qubits, die die Zusténde x € {0, 1}" représentieren, betrachtet man
ein zusétzliches Hilfsqubit.

Ausgehend von |Vy) = |0), ® |1) erhélt man durch Anwendung von HOM+) —
H®"®H die gleichmiBige Uberlagerung in den ersten n Qubits und |—) im letzten:

2"—1

(H0),)® (D) = (507 3 1), ) @ ).
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Das Quanten-Orakel:

Wie oben schon erwahnt:

Zur Realisierung der Funktion f nutzt man wie beim Algorithmus von Deutsch-
Jozsa eine unitére Transformation Uy auf einem (n+ 1)-Qubit-Register, die durch

Us(lz), ®ly)) = ), @ly@ f(z)) firze{0,1}" und y € {0,1}
festgelegt ist.

Genau wie beim Algorithmus von Deutsch bewirkt die Anwendung von Uy auf
einen Zustand |z), ® |—) mit z € {0,1}"

Us(l2), ®[=)) = (=D ([a), ®1-)),
d.h., die Amplitude des gesuchten Elements xq wird invertiert, alle anderen Am-

plituden bleiben gleich.

Das Hilfsqubit dient zur Realisierung dieser Invertierung, ist aber ansonsten fiir
die weiteren Betrachtungen nicht von Bedeutung.

Spiegeln an einem Wert: “+ a
Das Spiegeln einer Zahl a am Wert m wird durch die Funktion T ™
s(a) = m—(a—m) = 2m—a T 5@
realisiert.

Spiegeln am Mittelwert:
Bei Amplituden «y fiir Zustand |k), &k = 0,...,N — 1, mit N = 2" ist der

Mittelwert
N—

1
m = N Z Q.
k=0
Die Spiegelung von «; am Mittelwert m ergibt also
N-1 N-1
1 2 2
S(Oél) = 2- (NZO%> — Qo = <N— 1)@[ + NZak
k=0 k=0
k£l
Spiegelt man nun sdmtliche Amplituden eines Zustands, den man als Vektor
ag
"

der Matrix

) betrachtet, so kann man das ansehen als Matrix-Vektor-Operation mit

2
-1 2

-1

2
N

Zle =

2 2
N N

2
=2
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Behauptung:
Bei N = 2" gilt

. . ' 010
S = — HY".D.H®" mit D=1 . . .|.
00 . 1

D ist also eine Diagonalmatrix mit —1 oben links und ansonsten 1 auf der Dia-
gonalen. Zur Erinnerung: H®" ist das n-fache Tensorprodukt der Hadamard-
Matrix H.

Da bekanntlich H®" und offensichtlich D unitér sind, und unitire Matrizen
bei Multiplikation mit —1 unitér bleiben, folgt damit insbesondere, dass S
unitér ist.

Begriindung;:
Man kann D darstellen als
10 .. 0
) 00 .. 0
D:I—Q'ELI mit E171:<: . :>,
00 ... 0
d.h. E;; besitzt aufler Nullen nur oben links eine 1.
Damit gilt
— H®".D.H®"
= - H®n'<1—2'E171)'H®n
— H®n'H®n+2'H®n~ELl-H®n.

Da H®" zu sich selbst invers ist, gilt H®" - H®" = [ also

— H®.D-H® = —] + 2.H® . Fy, - H®" (%)

Man kann sich leicht iiberlegen, dass H®™ in der ersten Zeile und in der ersten
Spalte lauter Einsen enthélt, wenn man den Faktor 2,% vor die Matrix zieht:

Das Matrix-Matrix-Produkt E;; - A mit einer beliebigen Matrix A ergibt ei-
ne Matrix, deren erste Zeile mit der ersten Zeile von A iibereinstimmt und
ansonsten Nullen enthélt. Also gilt

on 1 (o000
P =m0 )
00 ... 0
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Multipliziert man eine beliebige Matrix A mit dieser Matrix, wird abgesehen
vom Vorfaktor die erste Spalte von A in alle Spalten kopiert. Also gilt

o1 freme) o1 foome) 1 (11
IIPZCNE GUR BT SR B TR W
1% ... % 00 ... 0 11 ...1

Wegen 5 = + ergibt sich dann aus (x) weiter:

— H®"-D-H®" = — [4+2-H*" - E;;-H®"

o2 8 L2 11
I R B A W
o o0 .. -1 11 ... 1

und damit die behauptete Gestalt von S.

N—

Zusammenfassung:

Eine Grover-Iteration besteht aus der Invertierung der Amplitude des gesuchten
Elements, also der Anwendung von Uy, und einer anschlieenden Spiegelung am
Mittelwert, also aus S, beziehungsweise — wenn man das Hilfsqubit von Uy mit
beriicksichtigt — aus S ® I. Wegen der Darstellung

-10 ... 0
00 .. i

kann man den Start des Algorithmus und eine erste Iteration als Schaltkreis fol-
gendermaflen darstellen:

0y - H H H ———
-D
U
0y — I / i H ———
1) — H
Initialisierung eine Grover-Iteration
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6.2 Genauere Analyse

Berechnung der Amplituden:
Im Folgenden wird das fiir Uy notige Hilfsqubit auler Acht gelassen.

Bei der Wirkung einer Grover-Iteration auf einen Zustand |z) , z € {0,..., N — 1},
gibt es zwei Fille:

1. Fall: |x), ist nicht der gesuchte Zustand: x # .
2. Fall: |z), ist der gesuchte Zustand: x = .

Die Amplituden der nicht-gesuchten Zusténde entwickeln sich alle gleich. Fiir die
Analyse einer Iteration braucht man also nur zwei verschiedene Amplituden zu unter-
scheiden:

1. Sei v die Amplitude der nicht-gesuchten Zusténde.
2. Sei aq die Amplitude des gesuchten Zustands.

Nach Anwendung von Uy hat man

a = « und ap = —Qp.

Die neuen Werte ayey und ai pey erhélt man aus & und ag durch Multiplikation des ent-
sprechenden Zustandsvektors mit S. Wegen der Symmetrie kann man dabei 0.B.d.A
annehmen, dass der oberste Zustand der gesuchte ist. Dann ist

2_1 2 2
N N N —
Q0 neu 2 2 1 2 Qo
nen N N N o
aneu &
2 2
N v 1
Damit sieht man:
2 - 2
Qpeu = Noz0+(——1)oz+(N—2)Noz
- 2 )+ (5 -1+2 4)
- N VTN N
2 2
o
2 N 2
Qonen = (N—l)-ao+(N—1)-N-a
B (1 2) 2(N —1)
- N o N ¢
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Es bietet sich an, die Summe der nicht-gesuchten Zusténde zusammenzufassen:

N—-1 N—-1
d_ala), =a-) o),
x=0 =0
rF#x(g TF#x(Q

N—-1
1
—a-VN—1-|zo)r mit |zg)s = ———= Y |2),.
VoD

TH#x(Q

Der Faktor \/% dient dabei dazu, dass |x0>i die Lange 1 hat.

Bezeichnet man mit a; die Amplitude von |z,) ., also

1
a; = a-VvVN -1 bzw. a = —— -y,
i ~—1 M

so erhalt man

Q] neu = Ohpeu N -1

- <—%a0 + <1—%>a>- N_1

2v/N —1 2
= TN g + <1—N>-al,
2 AN —1) 1
QQoneu = (1_N>a0 + N N_]_'O-/L
(12 s WAL
N N

Dies kann man interpretieren als eine Abbildung in der zweidimensionalen Ebene,
die durch |zo), und |zo): aufgespannt wird. Dabei ist es iiblich, |z). als ersten
(waagerechten) Vektor anzusehen und |zg), als zweiten (senkrechten) Vektor. Die
Amplituden oy bzw. ag von |z) bzw. |z0), éndern sich gem&f

2 2v/N —1

Q] neu 11— N - N o
&0 neu u 1— 3 (&%)
N N

Die Matrix ist eine orthogonale Matrix, denn offensichtlich stehen die Spalten senk-
recht aufeinander, und fiir die Lénge der Spalten erh&lt man

L2 2+ 2N —1\° 2, 4 4N-1)
N N2 N2
4 4 4 4

=l-—=t—=+=-— =

N+N2+N N2

= 1-2.=
N N i
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e 1 .. .. . . cos3 —sinf
Damit ist die Matrix eine zweidimensionalen Drehmatrix )
sinf3 cospf

Drehwinkel 3, falls cos 5 =1 — %, also f = arccos(l — %) ist.

) mit dem

Beispiele:
Fiir N = 4 erhalt man

1 _ V3
2 2
V3 1 ’
2

was einer Drehmatrix zu = arccos(%) = 60° entspricht.

[\

Fiir N = 8 erhalt man

was einer Drehmatrix zu g = arccos(%) ~ 41, 4° entspricht.

Geometrische Interpretation:

Nach der Initialisierung hat man wegen 2,}/2 = \%N eine gleichméBige Uberlagerung

2" —1 2" —1
[Wo) = Z |z) \/—| 0 Z ), Tlzo),
1 1 mo 1 [Po)
1 VN [T
=N |20),, + Nod VN —1-|zg), Bo 1 l|960>i
1 1

Dies entspricht einem Winkel 3, gegeniiber der \x(]) -Achse, den man wegen der Lénge

1 von |Wg) berechnen kann durch fy = arccos y/1 — +.
Mit jeder Iteration wird nun um den Winkel g = arccos(l — %) gedreht.
Beispiele:

Fiir N = 4 startet man bei 5y = arccos /1 — ; = = arccos 22 = 30° und dreht um

B = 60°, so dass man nach einer Iteration bei 90O und dam1t im Zustand |zo), ist.

|[Z0)y |Z0)o 4 V1)
|Wo) R4
R
I o !
T T
I I
|70)3 703
nach Initialisierung nach einer Grover-Iteration
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Fiir N = 8 startet man bei 3y = arccos % ~ 20, 7° und dreht um [ = 41,4°, so
dass man nach einer Iteration bei ca. 62,1°, nach zwei Iterationen bei ca. 103, 5°
und nach drei Iterationen bei ca. 144, 9° ist.

X -+ T .
| 0>3 | 0>3 |\Ij1>
W) i
| |
1 1
|170>3 |x0>3
nach Initialisierung nach einer Grover-Iteration
|Wy) T1zo)s
Al
\.'.
% 2 — -
|$0>3 |$0>3
nach zwei Grover-Iterationen nach drei Grover-Iterationen

Dies entspricht genau den Amplituden des gesuchten Elements im einfithrenden

Beispiel:
Wo) ~ 0.94-|z0)5 + 0.35-|z0)s,
W) ~ 047-|zo)y + 0.88-|z0)s,
Wy) ~ —0.23-|z0); + 0.97 - |70)s,
Ws) ~ —0.82-|zo)y + 0.57 - |20),,
Bemerkung:

In den Beispielen fallt auf, dass der Winkel 5y nach der Initialisierung genau der
Hélfte des Drehwinkels 5 entspricht. Tatsachlich kann man mittels Additionstheo-
remen zeigen, dass allgemein gilt:

1 1 2
By = arccos /1 — N - 3 15} mit b= arccos(l — N)
Fazit:
Nach k Grover-Iterationen besitzt |Uy) im |z)-|2o), -Koordinatensystem einen
Winkel
2
Br = (k:—l—%)-ﬁ mit ,6’:a1rccos(1—ﬁ>7 N=2"

zur |zo)-Achse.
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Alternative Interpretation:

1

Man kann eine Grover-Iteration im |zg); -|zo),-Koordinatensystem auch folgen-

dermaflen deuten:

e Das Invertieren der Amplitude des gesuchten Elements bedeutet eine Spiege-
lung des Zustands |¥) an der |zo) . -Achse.

e Die Spiegelung der Amplituden am Mittelwert bedeutet eine Spiegelung an

einer Achse in Richtung des initialen (gleichméBig iiberlagerten) Zustands

|Wo).
|Zo)s |Zo)s W,)
¥ Vo)
T N 0...}.. T N
0)3 - Jgo)s
Invertierung Spiegelung

|$0>3*

|Wo)

|
T

7o)

1
3

Invertierung

| Whos ]

T

o T
/ 7o)

Spiegelung

Wieviel Iterationen braucht man?:

Die Anzahl k der Iterationen sollte so sein, dass man zu einem Zustand kommt, der

(fast) in |zo),-Richtung liegt. Bei einem Drehwinkel 8 sollte also (k+ 1) -8 ~ F sein,
also k ~ 75 — :
Eine ndherungsweise Abhéngigkeit zwischen S und N erhélt man durch den Beginn

der Potenzreihenentwicklung des Cosinus:

2
1—= = cosf ~ 1—1ip2%

N : also (%~

Q

B

4
— &
N B

Fiir die Anzahl der Iterationen erhalt man

VN —

™

k ~

N =

N =
AN

2.

=

Fazit:

Beim Grover-Algorithmus erhélt man bei einer Messung nach ca. vV N — % Ite-
rationen mit hoher Wahrscheinlich den gesuchten Zustand |zo),,.

Der Grover-Algorithmus kommt mit O(v/N) Aufrufen der Funktion f aus.
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6.3 Varianten und Ergdnzungen

Mehrere mogliche Suchergebnisse:

Bisher wurde davon ausgegangen, dass man genau ein Element sucht.
Wie ist die Situation, wenn es genau r mogliche Treffer gibt?

Statt bei einem Element werden dann die Amplituden bei » Elementen durch das
Orakel invertiert.

Man kann nun eine genauere Analyse wie in Abschnitt 6.2 durchfiihren:

Weiterhin gilt: Alle gesuchten Elemente haben eine einheitliche Amplitude und alle
nicht-gesuchten Elemente haben eine einheitliche Amplitude. Dies kann man wieder
in einer zweidimensionalen Ebene betrachten, die einerseits von der gleichméfiigen
Uberlagerung |®,) der gesuchten Zustéinde (in Verallgemeinerung von |7), ) und an-
dererseits von der gleichméBigen Uberlagerung |¢)0)L der nicht-gesuchten Zustdnde
(in Verallgemeinerung von | 7)) aufgespannt wird.

Mit entsprechender Rechnung erhélt man, dass eine Grover-

Do)

Iteration eine Drehung um den Winkel 8 bewirkt mit

2r
= 1——
cos 3 R

und dass die Initialisierung zu einem Winkel 3y = % S fiihrt, |<I>0>L

man nach k Iterationen also einen Winkel (k + %) B erhélt.

Bei kleinem ;, also grofem N und verhéltnisméBig kleinem r, erhélt man mit der

Potenzreihen-Nédherung

2 2/r

r 2
ziemlich wahrscheinlich einen Zustand aus |®g), also einen gesuchten Zustand ergibt.

Fir k ~ 54/ ¥ _ 1 hat man also einen Gesamtwinkel von ca. 5, so dass eine Messung

Fazit:
Gibt es r mogliche Suchergebnisse, erhélt man beim Grover-Algorithmus bei einer
Messung nach ca. § % —% [terationen mit hoher Wahrscheinlich einen gesuchten
Zustand.
Der Grover-Algorithmus kommt also auch dann mit O(v/N) Aufrufen der Funk-
tion f aus.
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Unbekannte Anzahl von Suchergebnissen:

Ist die Anzahl der Suchergebnisse 7 nicht bekannt, so kann man eine zuféillige Anzahl
ko von Iterationen, ko € {1,...,v/N}, wihlen.

Die Wahrscheinlichkeit, bei einer Messung einen gesuchten Zustand zu erhalten, ist
dann ungefidhr 1/2. Dies kann man sich folgendermaflen plausibilisieren:

Betrachtet wird wieder die zweidimensionalen Ebene, die einerseits von der gleichméfi-
gen Uberlagerung |®,) der gesuchten Zustéinde und andererseits von der gleichméfigen
Uberlagerung |(I>0)L der nicht-gesuchten Zustdnde aufgespannt wird.

Fir » = 1 erhélt man den kleinsten Drehwinkel; die Zustinde nach kqy Iterationen
ko € {1,...,v/N} sind dann quasi gleichverteilt mit Winkeln zwischen 0 und 90°.

Bei groflerem 1 sind die Zustédnde iiber gréflere Bereiche gleichverteilt.

Geht man davon aus, dass die Zusténde iiber den ganzen Kreis gleichverteilt sind, so
kann man den entsprechenden Winkel ¢ als gleichverteilt in [0, 27] ansehen.

Do)

| Do)

Bei einem Winkel ¢ ist die Amplitude von |®q) gleich sin ¢, die Wahrscheinlichkeit,
einen Zustand in |®y), also einen gesuchten Zustand, zu messen, also sin? ¢. Die Ge-
samtwahrscheinlichkeit p bei einem in [0, 27| gleichverteilten Winkel ¢ ist also

2
1, 11
— [ = sin2ody = — .- .
b /27r e 2
0

Fazit:

Bei einer unbekannten Anzahl moglicher Suchergebnisse, erhélt man beim Grover-
Algorithmus bei einer Messung nach einer zufélligen Anzahl kq von Iterationen,
ko € {1,...,V/N}, mit Wahrscheinlich ungefihr gleich /2 einen gesuchten Zu-
stand.

Der Grover-Algorithmus kommt also auch dann mit O(v/N) Aufrufen der Funk-
tion f aus.
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Aussagenlogische Funktion als Orakel:

Als Funktion, die dem Orakel zugrunde liegt, kann man beispielsweise eine aussagen-
logische Funkion nehmen, z.B.

F(l’o,[L‘l,ng,l’g) = (ZE()\/ZL‘l \/ZL'_g)/\(Jfo\/l'_Q\/ZEg)/\(ZL'_l\/QT_Q\/Jf?))

Der Grover-Algorithmus kann mit einem Aufwand O(\/N ) eine erfiillbare Belegung
finden.

Durch Uberpriifung der Funktion nach der Messung sieht man schnell, ob der gemes-
sene Zustand tatsdchlich eine Belegung ist, bei der die Formel erfiillt ist. Hat man
nach hinreichend vielen Versuchen immer noch keine giiltige Belegung, ist die Formel
mit ziemlich hoher Wahrscheinlichkeit nicht erfiillbar.

Insbesondere lassen sich so 3-SAT-Probleme behandeln. Dabei betrachtet man eine
aussagenlogische Formel, die eine konjunktive Normalform mit hochstens 3 Literalen
pro Klausel besitzt. Der Aufwand 2" bei reinem Durchprobieren bei n Variablen wird
durch den Grover-Algorithmus reduziert auf O(y/2"), was aber immer noch exponen-
tieller Aufwand ist.

Bemerkung:

Man kann zeigen, dass der Grover-Algorithmus in der Hinsicht optimal ist, dass es
keinen Quanten-Algorithmus gibt, der mit weniger als O(v/N) Orakel-Aufrufen aus-
kommt.
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7 Teleportation und dichte Codierung

7.1 Teleportation

Ziel:

Bei der Teleportation soll ein Qubit |¥) von Alice zu Bob ,teleportiert* werden, ohne
dass es einen Quantenkanal dafiir zwischen Alice und Bob gibt. Allerdings teilen sich
Alice und Bob die beiden verschrénkten Qubits eines Bell-Zustands \%( |00) + |11) )
und konnen diese nutzen.

Die Verschréankung wird genutzt, um das Qubit | W) von Alice zu Bob zu teleportieren.

Der Algorithmus:

) H M ’

L

Vorbereitung . Teil 1 | Teil 2

Grobe Struktur:

Die Vorbereitung erzeugt ein Bell-Paar. Das unterste Qubit kommt zu Bob, das obere
- im Teil 1 und 2 also das mittlere - kommt zu Alice.

Im Teil 1 fithrt Alice mit dem zu teleportierenden Qubit |¥) und ihrem Qubit des
Bell-Paars die angegebenen Transformationen durch und misst dann beide Qubits.
Durch die Verschrinkung dndert die Messung auch etwas an dem untersten Qubit.

Die Information der Messung iibermittelt Alice dann iiber einen klassischen Kanal an

Bob.

Im Teil 2 fithrt Bob abhéngig von den Messergebnissen, die er von Alice erhilt, die
beschriebenen Transformationen an seinem Qubit des Bell-Paares aus.

Behauptet wird, dass am Ende dieses Bit in einem Zustand ist, wie es |¥) zu Beginn

war.

Bemerkung:

Statt des kontrollierten Px-Gatters in Teil 2 konnte man auch ein CNOT-Gatter
notieren; da allerdings in der Analyse der Gedanke des Vertauschens wichtig ist, ist
das hier als als kontrollierten Px-Gatter notiert.
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Genaue Analyse:
Vorbereitung:

In der Vorbereitung wird ein Bell-Paar erzeugt:

Aus |00) wird durch die Hadamard-Transformation

7 (10) +11)) ®0) = —5(]00)+ [10)),

und durch das anschlieBende CNOT-Gatter wird daraus der Bell-Zustand
75 (100) +11)).

Teil 1 - Alice:

Nun kommt das zu teleportierende Qubit |¥) hinzu. Dieses sei im Zustand |¥) =
a|0) + $1). Die drei Qubits sind also im Zustand

(al0) +B11)) @ (L5 (100) +11)))
= 551000) + £ [100) + 55 |011) + Z5[111) .
Durch das CNOT-Gatter mit dem ersten Qubit als Kontroll-Qubit und dem zwei-

ten als Ziel-Qubit wird dies zu

1000) + 55 [110) + 55 [011) + 25 [101).

Durch die Hadamard-Transformation angewendet auf das erste Bit wird dadurch

% -5 (10) + 1)) @ 00) + T - 75(10) = 1)) @10}
T+ (0 +11) @ 11 + £ - L (j0) — 1)) @ o)
= 1(a'|000) + «[100) + 3010) — 3 [110)
+ a|011) + a [111) + 3]001) — £]101) ).
Um zu sehen, was bei einer Messung der ersten beiden Qubits geschieht, ist es

sinnvoll, den Ausdruck umzusortieren entsprechend der verschiedenen Félle fiir
die ersten beiden Qubits:

+(a|000) + « [100) + £]010) — £]110)
+ a|011) + a [111) + 3]001) — 5]101))
= 1(«]000) + 3]001) + 3|010) + o |011)
+ a[100) — 5 |101) — 5]110) + o |111))
= 1(100) @ (a|0) + B[1)) + 01) @ (810) + a|1))

+um®@um—ﬁm)+un®(—mm+aun)
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Die Messung der ersten beiden Qubits ergibt also die Zusténde |00), |01), |10) oder
11) mit jeweils gleichen Wahrscheinlichkeiten 1 (|a|? +[5]?) = 1. Dabei kollabiert
das dritte Qubit jeweils wie folgt:

1. Fall: Messung von [00): «|0) + 5 |1),

2. Fall: Messung von [01): 3|0) + a|1),
3. Fall: Messung von [10): «|0) — 5 |1),
4. Fall: Messung von [11): —3(0) + «|1).

Teil 2 - Bob:
Je nach Messergebnis wird das dritte Qubit modifiziert:

Falls beim zweiten Qubit 1 gemessen wurde (2. und 4. Fall) wird ein Px-
Gatter angewendet. Dieses vertauscht die Amplituden von |0) und [1).

Falls beim ersten Qubit 1 gemessen wurde (3. und 4. Fall) wird ein Pz-Gatter
angewendet. Dieses multipliziert die Amplitude von |1) mit —1.

Danach ist das dritte Qubit in jedem Fall im Zustand « |0) 4+ 5 [1) = |¥).

Man beachte, dass dabei die Reihenfolge der kontrollierten Px- und Pz-Gatter
wichtig ist. In anderer Reihenfolge ergibt sich ein anderes Ergebnis!

Geschichtliches:
1993: Idee der Teleportation

1997: Zeilinger u. Co realisieren eine Quantenteleportation iiber einen Meter.
2003: Gisin (Genf) fiihrt eine Teleportation iiber Glasfaserkabel iiber 2km durch.

2004: Zeilinger fiihrt eine Teleportation iiber 600m von einem Ufer der Donau
zum anderen aus.

2010: Xian Min Lin (Shanghai): Teleportation tiber 16km

2012: Pan Jian Wei (chin. Akademie der Wissenschaften): Teleportation iiber
97km

2012: Zeilinger: Teleportation iiber 143km zwischen La Palma und Teneriffa

2017: Pan Jian Wei und Zeilinger: Teleportation {iber 1400km zwischen der Erde
und einem Satelliten
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7.2 Dichte Codierung

Ziel:

Bei der dichten Codierung soll Information mittels eines Qubits von Alice zu Bob
transportiert werden. Wenn Alice und Bob sich die beiden verschrankten Qubits eines
Bell-Zustands \/Li( |00) + |11) ) teilen, kann man durch die Ubertragung eines Qubits
den Informationsgehalt von zwei klassischen Bits iibertragen.

Der Algorithmus:

x .
1
0y —H H Px Py H M — 7
0) O— —D M = Y
Vorbereitung | Teil 1 | Teil 2

Grobe Struktur:

Die Vorbereitung erzeugt ein Bell-Paar. Das unterste Qubit kommt zu Bob, das andere
kommt zu Alice.

Im Teil 1 sind x und y zwei klassische Bits mit moglichen Zustédnden 0 und 1. Je nach
Zustand wendet Alice das Px- bzw. Pz-Gatter auf ihr Qubit des Bell-Paars an.

Das Qubit von Alice wird dann an Bob iibermittelt.

Im Teil 2 fithrt Bob die angegebenen Transformationen und Messungen auf den beiden
Qubits aus.

Behauptet wird, dass er dadurch die Informationen x und y extrahieren kann.

Genaue Analyse:
Vorbereitung:

In der Vorbereitung wird wie bei der Teleportation ein Bell-Paar erzeugt:

Aus |00) wird durch die Hadamard-Transformation
Z(10) +11)) ®0) = —5(]00)+ [10)),
und durch das anschlieBende CNOT-Gatter wird daraus der Bell-Zustand

5(100) +[11) ).
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Teil 1 - Alice:

In Abhéngigkeit von den Zustédnden von x und y gibt es folgende Félle fiir die
Transformation des oberen Qubits und damit des Bellpaares:

1. Fall: x =0 und y = 0.

Dann geschieht keine Transformation und am Ende von Teil 1 ist das Qubit-
Paar im Zustand

(100) + 1)),

2. Fall: x =0 und y = 1.

Dann wird Py auf das erste Qubit angewendet; am Ende von Teil 1 ist das
Qubit-Paar daher im Zustand

75 ([10) +101) ).

3. Fall: x =1 und y = 0.

Dann wird P, auf das erste Qubit angewendet; am Ende von Teil 1 ist das
Qubit-Paar daher im Zustand

75 (100) —[11)).

4. Fall: x =1 und y = 1.

Dann wird zunéchst Px auf das erste Qubit angewendet, so dass man den
Zustand \%( 10) + |01) ) erhélt. AnschlieBend wird Py auf das erste Qubit
angewendet. Am Ende von Teil 1 ist das Qubit-Paar daher im Zustand

(= [10) + [01)).

Teil 2 - Bob:
Man erhélt folgende Félle:

1. Fall: z =0 und y = 0.
Der Zustand \%( 00) 4 |11) ) wird durch das CNOT-Gatter zu

75 (100) +110) ) = Z5((10) +[1)) @ 0) .

Da H|0) = \%( 0) + [1)) und H zu sich selbst invers ist, ergibt die an-
schliefende Hadamard-Transformation auf das erste Qubit |00), so dass beide
Messungen garantiert 0 ergeben.
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2. Fal x =0und y = 1.
Der Zustand \/Li( 10) +|01) ) wird durch das CNOT-Gatter zu

s +o1)) = Z((l0)+[1)) 1)

Da H |0) = %( 0) 4+ |1) ) und H zu sich selbst invers ist, ergibt die anschlie-
Bende Hadamard-Transformation auf das erste Qubit |01), so dass garantiert
die obere Messung 0 und die untere 1 ergibt.

3. Fall: x =1 und y = 0.
Der Zustand \/Li( 00) — |11) ) wird durch das CNOT-Gatter zu

75 (100) —[10)) = Z5((|0) = 1)) ®]0).

Da H |1) = \/LE( 0) — 1) ) und H zu sich selbst invers ist, ergibt die anschlie-
Bende Hadamard-Transformation auf das erste Qubit |10), so dass garantiert
die obere Messung 1 und die untere 0 ergibt.

4. Fall: xt =1und y = 1.
Der Zustand \/Li( — [10) + [01) ) wird durch das CNOT-Gatter zu

(=MD +10n) = H((10) =) @),

Da H|1) = \%( 0) — [1)) und H zu sich selbst invers ist, ergibt die an-
schlieBende Hadamard-Transformation auf das erste Qubit |11), so dass beide
Messungen garantiert 1 ergeben.

Man sieht, dass die Messungen in jedem Fall z und y ergeben.

7 Teleportation und dichte Codierung
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7.3 Optimalitdt von Teleportation und dichter Codierung

Kann man Teleportation und dichte Codierung verbessern, konkret:

1. Kann man mit weniger als zwei klassischen Bits den Informationsgehalt eines Qubits
iibertragen?

Sei im Idealfall s, die Anzahl klassischer Bits, die notig sind, den Informationsge-
halt eines Qubits zu iibertragen.

Der Teleportations-Algorithmus realisiert s = 2, also sqp; < 2.

2. Kann man mit einem Qubit mehr als den Informationsgehalt zweier klassischer Bits
iibertragen?

Sei im Idealfall ¢,,; die Anzahl klassicher Bits, deren Informationsgehalt mit einem
Qubit iibertragen werden kann.

Die dichte Codierung realisiert ¢ = 2, also top > 2.
Also gilt

Sopt S 2 S topt- (*)

Ubertriigt man nun den Informationsgehalt von topt klassischen Bits mit einem Qubit
entsprechend 2. und iibertragt man dieses Qubit entsprechend 1. mit s, klassischen
Bits, so muss zwangslaufig sqp, > tope sein.

Damit und mit (x) folgt also Sepy = topt, S0 dass die Realisierung mit s = 2 = ¢ optimal
ist.

7 Teleportation und dichte Codierung
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8 Quantenschliisselaustausch

Vorbemerkung;:

Im Folgenden werden zwei bekannte Protokolle vorgestellt, bei denen mit Hilfe eines
Quanten-Kanals ein geheimer Schliissel zwischen zwei beteiligten Personen (Alice und
Bob) vereinbart wird. Tatséchlich ,entsteht“ der Schliissel erst wihrend des Proto-
kolls, daher wire ,,Quantenschliisselvereinbarung® ein besserer Name, aber ,,Quanten-
schliisselaustausch® ist der geldufige Ausdruck.

Idee beim Quantenschliisselaustausch:

Die grundsitzliche Idee beim Quantenschliisselaustausch ist nicht, dass die Ubertra-
gung wirklich geheim ist, sondern dass Horcher entdeckt werden konnen. Die Grundla-
ge dafiir bietet das No-cloning-Theorem, das besagt, dass Qubits nicht kopiert werden
konnen. Ein Horcher beeinflusst daher die iibertragenen Quanten und kann dadurch
erkannt werden.

8.1 Messungen in verschiedenen Basen

Bei den beiden Protokollen spielen Messungen in verschiedenen Basen eine wichtige Rolle,
daher werden im Folgenden zunéchst derartige Messungen genauer untersucht.

8.1.1 Messung eines Qubits

Bisher wurde gesagt, dass eine Messung eines Qubits |U) die Werte |0) oder |1) ergibt.
Nur wenn |¥) = |0) bzw. |¥) = |1) (bis auf eine Phase) ist, ist das Messergebnis eindeutig.
Wenn man beispielsweise |+) = \/Li( 10) + 1)) oder |—) = \/LE( |0) — |1)) misst, erhélt man
|0) und |1) jeweils mit der Wahrscheinlichkeit 1/2.

Eine solche Messung wird im folgenden als Messung in der Standard-Basis bezeichnet.

Misst man hingegen H |¥) (in der Standard-Basis), so ergibt |¥) = |0) wegen H |0) = |+
als Messergebnis |0) und |1) jeweils mit der Wahrscheinlichkeit 1/2, entsprechend bei |¥)
|1). Bei |¥) = |+) erhdlt man wegen H |+) = |0) mit Sicherheit |0) und bei |¥V) = |—)
entsprechend mit Sicherheit |1).

Wenn man nur daran interessiert ist, dass die Messergebnisse unterscheidbar sind und
man bei bestimmten Basiszustdnden mit Sicherheit ein bestimmtes Messergebnis erhélt,
kann man die letztere Messung auch eine Messung in der {|+) ,|—)}-Basis nennen. Das
Messergebnis |0) wird dann mit |+) identifiziert, man sagt, man misst |+), entsprechend
das Messergebnis |1) mit |—).

Dies kann man verallgemeinern:
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Hat man zwei zueinander orthogonale Zusténde |®y) und |®4), so kann man die unitére
Transformation U betrachten, die (eindeutig) definiert ist durch

U(|®)) = [0)  und  U(|P1) = [1).

Misst man U(]¥)) (in der Standard-Basis), so erhélt man bei |¥) = |®g) mit Sicherheit
|0) und bei |¥) = |®1) mit Sicherheit |1). Das Messergebnis |0) bzw. |1) wird dann mit
|®o) bzw. |®1) identifiziert, man sagt, man misst |®y) bzw. |Dq).

Dies wird als Messung in der {|®g) , |®;)}-Basis bezeichnet.
Beispiel:

Betrachtet werden die bzgl. der Standard-Basis um 22.5° = £ gedrehten Zusténde
|®g) und |®4), also

By) = <C9S§> und  |By) = (_Smf).
Slng COSg

Wy _,._).J1>=U(|<1>1>)

BN [} Sy

T =U(1%0)

Die Transformation U, die |®g) auf |0) und |®;) auf |1) abbildet, ist dann die umge-
kehrte Drehung, also eine Drehung um —Z.

Das Bild oben zeigt einen Zustand |W) links, der entsprechend im rechten Bild gedreht
ist. Sind v und ¢ die projizierten Anteile von U(|¥)) auf |0) und |1), so sind |y|*> bzw.
|6|* die Wahrscheinlichkeiten, bei einer Messung in der Standard-Basis |0) bzw. |1) zu
erhalten, bei entsprechender Identifikation also die Messergebnisse |®¢) bzw. |®1) zu
erhalten.

Im Bild links sieht man, dass v und ¢ auch direkt als projizierte Anteile von |¥) auf
die Zustéande |®o) und |P;) ermittelt werden konnen.

Wie im Beispiel gilt allgemein: Sind v und ¢ die projizierten Anteile eines Zustands |¥)
auf die (zueinander orthogonalen) Messbasen |®() und |®;), also

W) = 7 [Po) +3-|P1),

so ist |y]? bzw. |§|* die Wahrscheinlichkeit, bei einer Messung in der {|®),|®;)}-Basis
|Dg) bzw. |®1) zu messen.
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Bemerkung:

Da fiir die Wahrscheinlichkeiten wegen der Betréige Vorzeichen keine Rolle spielen,
ist es unerheblich, ob man als Messbasen |®g) oder — |®y) bzw. |®;) oder — |®q)
betrachtet.

Beispiel:

=T

Die Messung in der {|+) , |—) }-Basis entspricht einer Messung in einer um 45° = 7

gedrehten Messbasis:

Bei einer Drehung der Standard-Basis um 45° = 7 entstehen die Messbasen |®) =

[+) und [&1) = —|=).

Einer Darstellung
W) = 546 1)

entspricht dann
(W) = 7+ |®o) +(=0) - [P1) .

Eine Messung in der {|+),|—)}-Basis ergibt die Wahrscheinlichkeiten
|v|? fiir |+) und |6 fiir |—);

eine Messung in der {|®) , |P;) }-Basis ergibt die Wahrscheinlichkeiten

|v|? fiir |®) und | — 8> = |6)? fiir |®).
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8.1.2 Messung verschrankter Qubits

Das Bell-Paar \%( 00) +|11) ):

Misst man eines der Qubits des (verschrinkten) Bell-Paars \/Li( 00) + [11)) in der
Standard-Basis, so erhilt man |0) bzw. |1) jeweils mit der Wahrscheinlichkeit 1/2;
dabei kollabiert der Zustand zu |00) bzw. |11), so dass man, wenn man anschliefSend
das andere Qubit in der Standardbasis misst, sicher das gleiche Ergebnis erhélt.

Was passiert bei anderen Messbasen?

Eine um den Winkel o gedrehte Basis hat die Basiszusténde

|®g) = cosa-|0) +sina-[1) und |®1) = —sina-|0) +cosa-|1).
AL
PR
o [®o)
I\ [T T T = i
et
10)
Nun gilt
75 (120) @ [®0) +[®1) @ |01))
= \%((cosa]O} +sina|l)) @ (cosa|0) +sina|l))

+ (—sina|0> +cosa|1>) ® (—sina|0> +COSO‘|1>)>

(COS2 a |00) 4 cos acsin v [01) + sin v cos a [10) + sin® v |11)

|
Sl-

+ sin? a |00) — sin a cos a'|01) — cos arsin a |10) + cos® a ]11))

75 (100) +111)).

((cos2 a + sin? @) |00) + (sin? a 4 cos® ) |11) )

|
- -

Damit gilt in einer beliebigen Basis {|®y) , |®1)}:

Misst man eines der Qubits, so erhélt man |®g) bzw. |®;) jeweils mit Wahrscheinlich-
keit 1/2. Dabei kollabiert der Zustand in der Art, dass man, wenn man anschlieend
das zweite Qubit in der gleichen Basis misst, sicher das gleiche Ergebnis erhélt.

Man sagt, das Bell-Paar \%( 00) + |11) ) ist perfekt korreliert in allen Basen.
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Die anderen Bell-Paare:
1. Das Bell-Paar \/Li( 01) — [10) ).
Misst man eines der Qubits in der Standard-Basis, so erhélt man |0) bzw. |1) jeweils
mit den Wahrscheinlichkeiten 1/2; dabei kollabiert der Zustand so, dass man, wenn man

anschliefend das zweite Qubit in der Standardbasis misst, sicher das jeweils andere
Ergebnis erhilt. (Das negative Vorzeichen bei [10) ist fiir die Messung irrelevant.)

Man kann zeigen, dass dies in jeder beliebigen Basis {|®g) , |®1)} gilt:

Misst man eines der Qubits, so erhélt man |®g) bzw. |®;) jeweils mit Wahrscheinlich-
keit 1/2. Dabei kollabiert der Zustand in der Art, dass man, wenn man anschlieend
das zweite Qubit in der gleichen Basis misst, sicher das jeweils andere Ergebnis erhélt.

Das Bell-Paar \%( 01) — |10>) ist perfekt antikorreliert in allen Basen.
2. Das Bell-Paar \/LQ( 01) + [10) ).

Wie beim Bell-Paar \/Li( |01) —[10) ) gilt: Bei einer Messung eines der beiden Qubits in
der Standard-Basis erhélt man offensichtlich die beiden Zusténde |0) bzw. |1) jeweils
mit Wahrscheinlichkeit 1/2. Dabei kollabiert der Zustand in der Art, dass man, wenn
man anschliefend das zweite Qubit in der gleichen Basis misst, sicher das jeweils
andere Ergebnis erhélt.

Das Bell-Paar ist also antikorreliert in der Standard-Basis.

Man kann nachrechnen, dass gilt

sl e+ — = @l=)) = 5(101) +10)).

Damit sieht man:

Bei einer Messung eines der beiden Qubits in der {|4),|—)}-Basis erhélt man die
beiden Zusténde |+) bzw. |—) jeweils mit Wahrscheinlichkeit 1/2. Dabei kollabiert der
Zustand in der Art, dass man, wenn man anschlieBend das zweite Qubit in der gleichen
Basis misst, sicher das gleiche Ergebnis erhélt.

In der {|+),|—)}-Basis hat man also perfekte Korrelation.

Man kann nachrechnen: Wenn man in anderen Messbasen eines der QQubits misst,
so erhilt man jeden der beiden Basiszusténde mit gleicher Wahrscheinlichkeit 1/2.
Allerdings kollabiert der Zustand so, dass man iiber die Messung des anderen Qubits
keine sichere Aussage machen kann; es herrscht nur teilweise Korrelation!

3. Das Bell-Paar 5 (]00) — [11) ).
Dieses Bell-Paar verhélt sich &hnlich dem vorherigen; man kann nachrechnen:

Misst man eines der Qubits in irgendeiner Basis, so erhilt man jeden der beiden
Basiszustinde mit gleicher Wahrscheinlichkeit /2.
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In der Standard-Basis hat man perfekte Korrelation, d.h., bei Messung des anderen
Qubits erhilt man genau das gleiche Ergebnis; in der {|4) ,|—)}-Basis hat man per-
fekte Antikorrelation, d.h., bei Messung des anderen QQubits erhélt man genau das
andere Ergebnis. In anderen Messbasen herrscht nur teilweise Korrelation.

8.2 BB84-Protokoll

Das BB84-Protokoll ist benannt nach Charles Bennett und Gilles Brassard, die das Ver-
fahren 1984 veroffentlicht haben.

Notation:

Zur anschaulicheren Darstellung werden im Folgenden die folgenden Symbole (ent-
sprechend der Darstellung in R?) fiir bestimmte Zustéinde genutzt:

—=10), =11, /=14, \=I-).

Die Standard-Basis wird entsprechend der — - und |-Symbole auch kurz +-Basis und
die {|+) , |—)}-Basis entsprechend der /- und \-Symbole x-Basis genannt.

8.2.1 Ablauf

1. Alice und Bob vereinbaren, wie sie den Zustdnden — und | sowie den Zustédnden
und \_ einen Bitwert zuordnen, z.B.

+-Basis — |

x-Basis / AN

2. Alice erzeugt eine zufillige Folge von Bits sowie eine zufillige Folge von Basen (4-

oder x-Basis) und codiert die Bits entsprechend der Basis und der Vereinbarung
aus 1..

Sie erhélt somit eine Folge von Zustédnden —, |, / und \, die iiber einen Quanten-
kanal an Bob iibertragen werden.

3. Bob wihlt auch eine zufillige Folge von Basen (+- oder x-Basis), misst die emp-
fangenen Qubits in der gewédhlten Basis und iibersetzt die gemessenen Ergebnisse
entsprechend der Vereinbarung in Bits.

Stimmen bei einem Qubit die von Alice und Bob gewéhlten Basen {iberein, so misst
Bob den Zustand, den Alice gesendet hat und erhélt das gleiche Bit wie Alice.
Stimmen die Basen nicht iiberein, so erhélt er zufillig 0 oder 1 jeweils mit der
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Wahrscheinlichkeit 1/2, z.B. wenn ein  mit einer +-Basis gemessen wird: Bei der

Messung erhélt Bob — und | jeweils mit der Wahrscheinlichkeit /2.

4. Anschliefilend vergleichen Alice und Bob iiber einen klassischen (ggf. unsicheren)
authentifizierten Kanal ihre Basen und verwerfen alle Bits, bei denen die Basen

unterschiedlich waren.
Beispiel:

Alice wahlt zufillige Bits 1 0
Alice wahlt zufillige Basen x  +
Erzeugte Qubits N —

— +
N\ X ©

Ubertragung

Bob wihlt zufillige Basen  x X
Gemessene Qubits N\
Ubersetzt in Bits 1 1
Abgleich der Basen v £ v ¢

+ o+
|
1

SXo

— 4
N X ©

+
|
1

v

X

/
0

v

X =

_|_

0
’

4+ o

X
/
0

¢

— +

_|_
|
1

v

Die ausgegrauten Bits werden verworfen; die gemeinsame Bitfolge ist 1111010.

5. Um Horcher zu entdecken (s. Abschnitt 8.2.2) vergleichen Alice und Bob noch ei-

nige der Bits mit gleichen Basen. Gibt es hier Unstimmigkeiten, kann man darauf
schlieflen, dass es einen Horcher in der Leitung gibt.

Realisiert man die Zufalls-Entscheidungen auch quantenmechanisch, so kann man die

Schritte 2 und 3 wie folgt als Schaltkreis darstellen:

0+ H —H M (—H H
yo>—H—M4§ 0y — H
Alice Ubertragung Bob

8.2.2 Horcher

In diesem Abschnitt werden verschiedene Moglichkeiten eines Horchers, iiblicherweise Eve

genannt, (,eavesdropping“=, horchen“) betrachtet.

Messen und Weiterleiten:

Eine Moglichkeit fiir Eve ist, das Qubit wihrend der Ubertragung in einer zufillig
gewihlten Basis zu messen und das Messergebnis dann an Bob weiterzuleiten.

Die Wahrscheinlichkeit, dass Eve die gleiche Messbasis gew#hlt hat wie Alice, ist 1/2.
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Belauscht Eve auch den klassischen Kanal, iiber den Alice und Bob anschlieSend Ihre
Basen vergleichen, hat sie in ca. 50% der Bits mit der richtigen Basis das richtige Bit
gemessen. Wenn sie dieses an Bob weiterleitet und Bob auch die gleiche Basis gewéhlt
hat, erhélt auch Bob das gleiche Ergebnis.

Falls Eves Basis nicht mit der von Alice gewéhlten Basis {ibereinstimmt, erhélt Eve
ein zufélliges Ergebnis, z.B. wenn Alice die +-Basis gewéhlt, also — oder | gesen-
det hat, und Eve die x-Basis gewéahlt hat. Gehort das Qubit zu einem anschliefend
von Alice und Bob nicht verworfenen Qubit, so hat Bob die gleiche Basis wie Alice
gewahlt, d.h., Bobs Basis ist eine andere als die von Eve gewéhlte. Das Qubit, das
Eve sendet, passt also nicht zu Bobs Basis, so dass er ein zufilliges Ergebnis erhélt.
Mit Wahrscheinlichkeit /2 stimmt das Ergebnis mit dem iiberein, was Alice gesendet
hat, aber mit Wahrscheinlichkeit 1/2 erhélt er den anderen Zustand der Messbasis und
interpretiert dies als ein anderes Bit als Alice urspriinglich hatte.

Bei den nicht-verworfenen Bits erhalten Alice und Bob also Unstimmigkeiten beim
Vergleich der Bits in Schritt 5 mit der Wahrscheinlichkeit
11 1

( Eve nutzt ) . ( Bei Bob wird es nicht) _
anderen Filter zufillig wieder richtig

2 2 4
also eine 25%-ige Fehlerrate.

Beispiel:
Alice wihlt zufillige Bits 10 1 0 1 1 0 1 O 1 0 0
Alice wahlt zufdllige Basen x + 4+ X x + X X '+ + X +

Erzeugte Qubits N — | 2 | SN = | =
Ubertragung

Eves gewéhlte Basen X 4+ X 4+ X X 4+ 4+ X X X +
Gemessene Qubits N = NN =N =
Ubertragung

Bob wahlt zufillige Basen x X 4+ + X 4+ X 4+ X 4+ X X
Gemessene Qubits N N — N — /| N\
Ubersetzt in Bits 1 0 11 1 0 1 0 0 1 0 1
Abgleich der Basen v £ v ¢ v v v & fF v Vv £
Vergleich einiger Bits v v v ot 7
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Verschrinken:

Eve kann das iibertragene Qubit mit einem eigenen Qubit verkniipfen, beispielsweise
durch Initialisierung ihres eigenen Qubits mit |0) gefolgt von einem CNOT-Gatter mit
dem iibertragenen Qubit als Kontroll-Qubit und ihrem eigenen Qubit als Ziel-Qubit.

e : Ubertragung e :

Belauscht Eve auch den klassischen Kanal, tiber den Alice und Bob anschliefend
Ihre Basen vergleichen, kann sie anschlieBend ihr Qubit in der entsprechenden Basis
messen. Dabei gibt es unterschiedliche Fille:

1. Fall: Alice sendet das Qubit in der +-Basis, also —= |0) oder | = |1).
Die beiden Qubits |¥,) und |¥.) sind dann in dem (unverschréankten) Zustand

|00) oder |11).

Wird das Bit nach dem Basen-Abgleich nicht verworfen, hat Bob auch in der
+-Basis gemessen, und Eve kann durch Messung in der +-Basis das Ergebnis
reproduzieren.

2. Fall: Alice sendet das Qubit in der x-Basis, also /= |+) oder \ = |-).

Fiir den Fall von |+) = \/Ai( 0) + |1) ) sind die beiden Qubits |¥y) und |P.)
dann in dem verschrankten Zustand

75 (100) +[11) ).

Wird das Bit nach dem Basen-Abgleich nicht verworfen, hat Bob auch in der
x-Basis gemessen.

Entsprechend der Ausfithrungen in Abschnitt 8.1.2 ist der Zustand \%( |00) +
\11>) in allen Basen perfekt korreliert, und bei einer Messung erhélt Bob und
damit dann auch Eve beide Basiszustéinde mit gleicher Wahrscheinlichkeit 1/2.

In 50% der Félle erhalten sie also ein anderes Bit als das von Alice gesendete.
Der Fall, dass Alice |—) = \%( 0) — |1) ) sendet, ist entsprechend.

Beim Vergleich der Bits zwischen Alice und Bob in Schritt 5 erhélt man also wieder
eine Fehlerrate von 25% (mit Wahrscheinlichkeit 1/2 tritt der zweite Fall auf, in dem
Bob mit Wahrscheinlichkeit 1/2 ein anderes Bit erhélt, als Alice gesendet hat).

8 Quantenschliisselaustausch



38

Andere Lauschstrategien:
Andere Messwinkel:

Eve kénnte wie bei ,,Messen und Weiterleiten* vorgehen, allerdings [hre Messbasis
in einem anderen Winkel als 0° (entspricht der +-Basis) oder 45° (entspricht der
x-Basis) einstellen.

Bei der urspriinglichen Wahl zwischen der +- und der x-Basis hatte Eve eine 50%-
Chance, die gleiche Basis wie Alice zu wahlen und auf diese Weise sicher Alice’s
Bit zu messen; in den anderen 50% (andere Basis) hatte sie keine wirkliche In-
formation iiber Alice’s Bit bekommen, also eine Ubereinstimmung mit Alice’s Bit
mit Wahrscheinlichkeit 1/2. Die Gesamtwahrscheinlichkeit einer Ubereinstimmung
ist also 3/4.

Bei einer anders gedrehten Messbasis hat Eve in jedem Fall eine Wahrscheinlichkeit
grofer als 1/2 das richtige Bit zu erhalten, allerdings in keinem Fall eine sichere
Moglichkeit. Man kann nachrechnen, dass die Gesamtwahrscheinlichkeit, Alice’s

. : 3 1 1o :
Bit zu erhalten, zwischen 3 und 5 + 5 0.85 liegt.

Ferner kann man nachrechnen, dass auch bei einer gedrehten Messbasis von Eve
unter den Fillen, bei denen Bob die gleiche Messbasis nutzt wie Alice, die Wahr-
scheinlichkeit einer Verfdlschung bei der Bitiibertragung durch Eve gleich 1/4 ist.

Weniger Messungen:

Statt bei ,Messen und Weiterleiten® jedes Bit zu messen, kénnte Eve nur einen
Teil, z.B. jedes zweite Bit, messen. Dadurch wird die Fehlerrate, die Alice und
Bob feststellen, verringert, allerdings verringert sich auch der Informationsgehalt,
den Eve bekommt.
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Das gesendete Qubit austauschen:

Bei den bisherigen Lauschangriffen gab es — abgesehen davon, dass Alice und
Bob den Angriff mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit bemerken — auch den Ef-
fekt, dass Eve nicht alle Bits von Alice sicher detektieren kann, sondern z.B. nur
75%. Will Eve jedes Bit sicher wissen, so kann Eve ein eigenes Qubit mit einem
Swap-Gatter an das iibertragene Qubit koppeln und so ihr eigenes Qubit mit dem
iibertragenen austauschen.

Ubertragung e :
[Wo) W)
Alice Bob
W) o)

Belauscht Eve auch den klassischen Kanal, iiber den Alice und Bob anschlieflend
Ihre Basen vergleichen, so kann sie anschlieBend ihr Qubit in der entsprechenden
Basis messen und erhélt mit Sicherheit Alice’s Bit.

Allerdings bekommt Bob dann ein Bit, das mit Alice’s Bit nichts zu tun hat, so
dass die Fehlerrate bei einem Bit-Vergleich von Alice und Bob auf 50% steigt.

Allgemeiner Zielkonflikt:

Man kann zeigen, dass der Zielkonflikt von Eve, molichst viel Information zu
gewinnen, aber die Fehlerrate bei dem Bit-Vergleich von Alice und Bob moglichst
klein zu halten, nicht gelost werden kann: Je mehr Information Eve gewinnt,
desto stiarker wirkt sich das auf das Qubit von Bob aus und umso gréfler wird die
Fehlerrate bei einem Bit-Vergleich von Alice und Bob.
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8.3 E91-Protokoll

Das E91-Protokoll ist benannt nach Artur Ekert, der das Verfahren 1991 veroffentlicht
hat.

8.3.1 Grobe ldee

Die Idee des E91-Protokolls ist sehr &hnlich der des BB84-Protokolls: Mittels Quantenmes-
sungen in verschiedenen Basen vereinbaren Alice und Bob einen gemeinsamen Schliissel.
Wiirde die Quantenleitung abgehort, wiirde sich die Eigenschaft der Quanten édndern, was
man bemerken kann.

Der Unterschied ist, dass beim E91-Protokoll verschrinkte Quanten zum Einsatz kommen.

Statt dass Alice ein Qubit prapariert und an Bob schickt, erhalten Alice und Bob jeweils
ein Qubit eines verschrinkten Bell-Paares, z.B. von

—5(100) +[11) ).

Alice wihlt nun eine zufillige Basis, beispielsweise eine +-Basis oder eine x-Basis und
misst ihr Qubit. Damit kollabiert auch Bobs Qubit, und zwar in den gleichen Zustand wie
Alice gemessen hat.

Gibt es einen Horcher, der eines der Qubits vorher misst, so wird die Verschrinkung
zerstort, was Alice und Bob durch Vergleich einiger Bits entdecken kénnen. Auch andere
Lauschangriffe konnen Alice und Bob bemerken, da die perfekte Korrelation gestort wird.

8.3.2 Einige Details

Verwendetes Bell-Paar:

Haufig wird beim E91-Protokoll statt des Bell-Paares \%( 00) 4 |11) ) das Bell-Paares

\/LE( |01) — |10) ) genutzt, das in allen Basen perfekt antikorreliert ist, vgl. Abschnitt
8.1.2.

Herkunft der verschrinkten Qubits:

Wo die verschrinkten Qubits herkommen, ist egal. Alice konnte sie erzeugen und an
Bob senden oder umgekehrt. Sie konnten auch von einer dritten Stelle erzeugt sein,
die dann jeweils eines der Qubits an Alice und an Bob sendet. Dieser Stelle muss
nicht vertraut werden, denn falls die erzeugende Stelle irgendwelche Informationen
iiber die erzeugten Qubits bei sich behélt, wirkt sie wie ein Horcher, so dass die
versendeten Qubits nicht mehr perfekt (anti-)korreliert sind, was Alice und Bob durch
entsprechenden Bit-Vergleich feststellen konnen.
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Benutzte Basen:

Statt wie beim BB84-Protokoll nur die {|0),|1)}- und {|+),|—)}-Basis zu nutzen,
kommen beim E91-Protokoll bei Alice und Bob jeweils drei Messbasen zum Einsatz,
die jeweils um 22.5° gedreht sind, und von denen zwei bei Alice und Bob iibereinstim-
men. Dabei werden bei Alice die 0°-, 22.5°- und 45°-Achsen als Ergebnis 0 interpretiert,
bei Bob die 0°- und 4+22.5°-Achsen. Die entsprechend orthogonalen Achsen werden
als 1 interpretiert

1 1 1
n L A
1 \\ 0 \\
As \ _450.4 \
\ \ o
. . . 225
\ A s \ 250
\ . g \ ~-
S| -7 2250 : \ -
\ /'// . \ ///
o i .:OO 0 P [N ;00 0
/// \... . ‘./// N \ :
S \ . ’ - LV \ ot N
-~ \ . N P ; \ - - ) O
\ . : \ A °
oo L L—225
\C . : X’
\ \

Messbasen und Ergebnisinterpretation (in blau) von Alice (links) und Bob (rechts)

Uberpriifung auf Verschriinktheit:

Tatséchlich werden beim E91-Protokoll nicht wie beim BB84-Protokoll Bits im Nach-
hinein verglichen, die mit gleichen Messbasen gemessen werden, sondern die mit spe-
ziellen verschiedenen Basen gemessen wurden, konkret bei Alice die 0°- oder 45°-Basis
mit +22, 5°-Basen bei Bob:

Betrachtet wird im Folgenden der Fall, dass Alice und Bob jeweils ein Qubit eines
Bell-Paars \/Li( |00) +|11) ) teilen. Misst Alice ihr Qubit, so kollabiert wegen der per-
fekten Korrelation des Bell-Paars in allen Basen das Qubit bei Bob in den gemessenen
Zustand. Misst Bob nun mit einer um 4+22.5° gegeniiber Alice Basis gedrehten Basis,
so erhiilt er mit der Wahrscheinlichkeit cos?(22.5°) das gleiche Ergebnis, s. z.B. im
Bild links.

8 Quantenschliisselaustausch



92

Nutzt Alice die 45°-Basis und Bob die —22.5°-Basis (s. im Bild rechts), so erhélt man
das gleiche Ergebnis nur mit der Wahrscheinlichkeit cos?(67.5°) = sin®(22.5°).

Bewerten Alice und Bob nun gleiche Ergebnisse mit +1 und ungleiche Ergebnisse mit
—1, so kann man die Erwartungswerte dazu bei den verschiedenen Winkelkombina-
tionen ermitteln:

Bob
22.5° | —22.5°
0° cos?(22.5°) — sin?(22.5°) cos?(22.5°) — sin?(22.5°)
Alice
45° cos?(22.5°) — sin?(22.5°) sin?(22.5°) — cos?(22.5°)
Wegen

cos®(22.5°) —sin®(22.5°) = cos(2-22.5°) = cos(45°) =

. . . . . . 1 .
sind die Eintrédge in der Tabelle gleich :I:E.

Bob
22.5° —22.5°
o 1 1
0 NG V2
Alice
45° L -+
V2 V2

Man betrachtet nun die Addition der ersten drei Erwartungswerte abziiglich des letz-
ten:

S = E(A=0° und B=22.5°) + E(A=0° und B=-22.5°)
+ E(A=45° und B=22.5°) — E(A=45° und B=-22.5°)

_ 3‘\/%_(_\/%) _ 4.\/% = 22 ~ 2.82.

Fiir den Fall, dass die Qubits nicht verschrankt sind, besagt die sog. Bell-Ungleichung
oder CHSH-Ungleichung (benannt nach John Clauser, Michael Horne, Abner Shim-
ony und Richard Holt), dass eine entsprechende Kombination von Erwartungswerten
betragsméfig stets kleiner oder gleich 2 ist.

Indem Alice und Bob ihre Messergebnisse fiir die genannten Winkel-Kombinationen
vergleichen und damit die beschriebenen Werte berechnen, konnen Sie testen, ob die
CHSH-Ungleichung verletzt ist, und sich somit davon iiberzeugen dass ihre Qubits
verschriankt sind.
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8.4 Reale Umsetzung

8.4.1 Nachbearbeitung

Schwellwert fiir Fehlerrate:

Theoretisch kann man beim BB84-Protokoll bei Auftreten eines einzigen Fehlers von
der Existenz eines Horchers ausgehen.

In der Praxis gibt es aber auch ohne Horcher eine gewisse Fehlerrate. Man nutzt
daher {iblicherweise einen gewissen Schwellwert, so dass man erst oberhalb davon
einen Horcher annimmt. Ist die Fehlerrate unterhalb des Schwellwerts, kann man aber
nicht ausschlielen, ob vielleicht doch ein Horcher in der Leitung ist. Daher nutzt man
zusétzlich privacy Amplification, s. unten.

Ahnlich ist die Situation beim E91-Protokoll.
Fehlerkorrektur:

In realen Systemen kommt es auch ohne Horcher zu Fehlern bei der Ubertragung.
Dies erfordert, dass man eine Fehlerkorrektur durchfiithrt, um sicherzustellen, dass
Alice und Bob am Ende tatséchlich den gleichen Schliissel haben.

Ein Problem hier ist, dass viele (klassische) Verfahren der Fehlerkorrektur so vorgehen,
dass der zu iibertragenden Nachricht Priifbits angehéingt werden, die es erlauben, dass
— wenn bei der Ubertragung nicht zu viele Fehler entstehen — aufgetretene Fehler
erkannt und korrigiert werden kénnen. Dies ist hier nicht moglich, da erst nach Ende
des Protokolls fest steht, welche Bits Alice und Bob gemeinsam haben (sollten).

Es gibt aber Verfahren, mit denen eine entsprechende Fehlerkorrektur méglich ist.
Beispiel:

Geht man davon aus, dass bei k£ Bits die Wahrscheinlichkeit von mehr als einem
Fehler vernachléssigbar klein ist, konnen Alice und Bob die ausgetauschte Bitfolge
in k-Bit-Blocke zerteilen und jeweils die Paritét (also die XOR-Verkniipfung iiber
alle Bits des Blocks) iiber einen 6ffentlichen Kanal miteinander vergleichen und
nur die Blécke nutzen, bei denen die Paritét {ibereinstimmt.

Oft geben Fehlerkorrekturverfahren durch einen Austausch iiber einen 6ffentlichen Ka-
nal Informationen iiber die eigentlich geheimen Bits preis. Daher nutzt man zusétzlich
privacy Amplification, s. unten.

Privacy Amplification:

Bei der privacy Amplification macht man aus einem teilweise geheimen Schliissel einen
geheimeren kiirzeren Schliissel.

Beispiel:
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Alice und Bob gehen davon aus, dass Eve eines der beiden Bits b; und by kennt,
das andere aber nicht. Durch die XOR-Verkniipfung

b = b @b

entsteht ein Bit b, iiber das Eve keinerlei Kenntnis hat.

8.4.2 Angriffe

Einzelne Quanten:

Eine iibliche Realisierung des BB84- oder E91-Protokolls geschieht mittels polarisier-
ter Photonen. Allerdings ist es technisch schwierig, tatsichlich einzelne Photonen zu
erzeugen. Werden allerdings z.B. beim BB84-Protokoll statt jeweils einem einzelnen
polarisierten Photon mehrere Photonen in einem Slot gesendet, kann Eve einige davon
abfangen und damit arbeiten, ohne dass Bob das bemerkt.

Man-in-the-middle- Angriff:

Sowohl beim BB84- als auch beim E91-Protokoll werden nach der Quantenmessung
Daten iiber einen klassischen Kanal verglichen. Dieser Kanal muss nicht abhorsicher
sein, aber er muss authentifiziert sein, d.h. Alice und Bob miissen sicher sein, mit der
jeweils anderen Person zu kommunizieren. Ansonsten kénnte sich Eve in die Quanten-
und klassische Leitung einklinken und jeweils mit Alice und mit Bob einen eigenen
Schliissel vereinbaren.

8.4.3 Geschichtliches

1991: erster erfolgreicher Austausch eines Quantenschliissels (32cm, BB84),

1999: Anton Zeilinger, Wien: Schliisselaustausch mit verschriankten Photonen iiber
360m,

2002: Ubertragung iiber 23.4km Luftlinie zwischen Berggipfeln (BB84),

2004: erste Geldiiberweisung mit verschriankten Photonen iiber 1.5km Glasfaser,
2006: erfolgreiches Abhoren eines Quantenkanals,

2016: Ubertragung iiber 100km (Kilobit /s)

2017: Pan Jian Wei und Zeilinger: Ubertragung verschrinkter Photonen 1400km
zwischen der Erde und einem Satelliten und iiber 2000 km Glasfaser.

immer wieder Verbesserungen der Verfahren, aber auch Ausnutzen von Schwéchen
in der praktischen Realisierung.
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9 Fehler-Korrektur

In realen Systemen muss man mit Fehlern bedingt durch Umwelteinfliisse rechnen. Wie
pflanzen sich Fehler fort? Wie konnen Verfahren zur Fehlerkorrektur aussehen?

9.1 Fehlerfortpflanzung

Storung eines Bits:

Klassische Bits sind recht robust gegeniiber Storungen, da sie immer wieder auf 0
bzw. 1 gerundet werden konnen. Qubits haben hingegen einen kontinuierlichen Zu-
standsraum, so dass man nicht runden kann, um Storungen zu eliminieren.

Kann sich eine kleine Stérung im Laufe weiterer Rechnungen zu einer groflen Stérung
fortpflanzen?

Sei |U) ein Zustand, der durch eine Stérung zu |¥’) modifiziert wird. Die Stérung
kann man dann betragsméfig vektoriell berechnen als

e = [[|¥) = [¥)].
Weitere Rechenschritte werden durch unitédre Transformationen beschrieben, die man
auch zu einer unitidren Transformation U zusammenfassen kann.
Unitére Transformationen erhalten die Langen (s. S. 9). Daher gilt fiir die Stérung
nach den Transformationen wegen der Linearitéit von U:

IUE)) =) = [UQY) =[Nl = [1¥) =¥ || = e

Storungen werden also nicht verstérkt.

Gestorte Transformationen:
Wie kumulieren sich Stérungen durch gestorte Transformationen?
Klassisch konnen sich Storungen exponentiell verstéarken.
Beispiel:

Statt der identischen Abbildung f : R — R, f(z) = z hat man die gestorte
Abbildung f: R — R, f(z) =11 2.

Eine zehnfache Anwendung der Funktion f ist weiter die identische Abbildung.
Eine zehnfache Anwendung der Funktion f bildet 2 auf 1.1 . z ~ 2.6 - x ab.

Betrachtet werden zwei unitidre Transformationen U; und U,, die nacheinander auf
einen Zustand |¥) angewendet werden. Dies wird verglichen mit der Anwendung
gestorter Transformationen U] und Uj. Die maximale Storung sei dabei e; bzw. e,
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also fiir i = 1, 2,
s = ma( V(W) = U} = max{(|(U = U (¥}
Fiir die Abweichung bei der Hintereinander-Ausfiithrung, also bei Uy o U; bzw. Ujo Uy,

erhdlt man durch geeignetes Abziehen und wieder Addieren, dann mit der Dreiecks-
ungleichung fiir die Norm und dann wegen der Lédngenerhaltung von U,

|U3 0 Ui([¥)) = U 0 Ur(J¥)) ]
= Uz 0 Ui (|9)) = Uz o Ur(|9)) + Uz 0 Ur(|¥)) — Uz 0 U (| W)
= [IU3(U7(1%)) = U (1¥))) + (U3 = Ua) (UL (|9)

< U (U(19) = UL ()] + (U5 = U2) (U (1)
= [U1(19)) = Ur(19) || + [|(U3 — U2) (U1 (12))) |

€1 + £9.

IN

Man sieht: Die Gesamtstorung ist beschrinkt durch die Summe der einzelnen Stoérun-
gen.

9.2 Bitflip-Korrektur

Um Bits bei Ubertragungen gegen Verfilschung zu schiitzen werden klassisch fehlerkorri-
gierende Codes genutzt.

Beispiel zur klassischen Fehlerkorrektur:

Bei klassischen Bits kann man einen 3fach-Wiederholungscode nutzen, der jedes Nachrichten-
Bit verdreifacht. Aus 00101 wird so beispielsweise

000000111000111.
Kommt es innerhalb einer Dreier-Gruppe zu maximal einem Bitfehler, kann man durch

Mehrheitsentscheid auf das richtige Nachrichtenbit schlielen.

Derartige Verfahren kann man nicht unmittelbar auf Qubits anwenden, z.B., da Qubits
nicht kopierbar sind. Es gibt aber andere Verfahren.

Beispielhaft wird hier eine mogliche Korrektur fiir den Fall eines Bitflips betrachtet, also
fir den Fall, dass ein Qubit - |0) + 5 -|1) in den Zustand « -|1) + [ - |0) {ibergeht. Dies
entspricht der Anwendung eine Pauli-X-Gatters.

Mit zwei Hilfs-Qubits kann man das Auftreten eines Bitflips korrigieren:

In dem folgenden Schaltkreis bezeichnet F', dass maximal ein Bitflip auf einem der betei-
ligten Qubits geschieht; es konnte auch sein, dass kein Fehler passiert.
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) — ——D——1)
0) b : b —
W) ) ) (e

Behauptet wird, dass am Ende das oberste Bit in jedem Fall wieder den urspriinglichen
Wert hat und mit den Hilfs-Qubits nicht verschriankt ist.

Dies kann man verifizieren, indem man alle méglichen Félle betrachtet. Sei dazu
W) = a-[0)+5-]1).
Dann ist
|Wo) = «-|000)+ 5 -|111).
1. Fall: Es passiert kein Fehler. Dann ist
W) = |¥g) = «a-]000) + G -|111)
und damit
[Ws) = a-[000) +3-|100) = (a-[0)+/3-[1))®@[00) = |¥)x|00).
Die Anwendung des Toffoli-Gatters hat dann keine Auswirkung, und es ist
W3) = [¥2) = [¥)®][00).
2. Fall: Es passiert ein Bitflip auf dem obersten Qubit. Dann ist
W) = «-|100) + 5 -]011)
und damit
W) = a-[111) +3-|011) = (a-|1)+3-|0)) ® [11).
Die Anwendung des Toffoli-Gatters flipt dann das oberste Bit, und es ist
[T3) = (a-|0)+5-]1)) ®@[11) = |¥)@]11).
3. Fall: Es passiert ein Bitflip auf dem mittleren Qubit. Dann ist
W) = «-|010) + 5 -]101)
und damit
[Ws) = a-[010) + 3+ |110) = (a-[0)+3-[1)) @ [10) = |¥)®|10).
Die Anwendung des Toffoli-Gatters hat dann keine Auswirkung, und es ist

W3) = [Wg) = |¥)@]10).

4. Fall: Es passiert ein Bitflip auf dem untersten Qubit. Dies ist dhnlich zum 3. Fall.
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Phasenflip:

Man kann in &hnlicher Weise mit zwei Hilfs-Qubits einen Phasenflit korrigieren, d.h.
die fehlerhafte Anwendung eines Pauli-Z-Gatters, das «- |0) + 5 |1) auf o+ |0) — - |1)
abbildet.

Ausblick:

Die Bitflip- und Phasenflip-Korrektur kombiniert Shors 9-Qubit-Code, bei dem mit
8 Hilfs-Qubits eine Korrektur eines Bit- und/oder Phasenflips durchgefiihrt werden
kann.

Es gibt weitere korrigierende Codes, die Storungen reduzieren kénnen.

9.3 Verschriankung

9.3.1 Maximale Verschrinkung

Mit einem CNOT-Gatter kann man Qubits verschrianken.
W) i
0)

N

Ist beispielsweis |¥) = |[4+) = H(]0)), so erhélt man am Ausgang das maximal verschrénkte
Qubit-Paar \/Lﬁ( 00) +]11) ).

Hat man eine Transformation U, die angewendet auf |0) keine gleichmifige Uberlagerung
von |0) und |1) erzeugt, sondern einen Zustand U(|0)) = «|0) 4+ 3 |1) mit || # |B], so ist
der Zustand

a|00) + S 11)

am Ausgang nicht maximal verschréankt.

Mit dem folgenden Schaltkreis kann man mit U aber einen maximal verschriankten Zu-
stand produzieren:

0) U BD——1 M
|0) U
0 - _

W) |P1)
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Analyse:

Wegen U(|0)) = a|0) + S |1) ist der gemeinsame Zustand nach Anwendung der U-
Gatter

W) = (a]0)+51)) @ (al0) +5]1)) @ 0)
= a?1000) + a3 |010) + Bar|100) + B* [110).
Durch die CNOT-Gatter mit dem mittleren Qubit als Kontroll-Bit wird dies zu
|T,) = a?]000) + B |111) + Bar [100) + 5% |011) .
Die Messung des ersten Qubits kann nun |0) oder |1) liefern:

Mit der Wahrscheinlichkeit a*+ 3% wird |0) gemessen. Die beiden unteren Zusténde
kollabieren dann bis auf einen Normierungsfaktor zu der Uberlagerung a? |00) +
% [11), die noch weniger verschriinkt ist als vorher.

Mit der Wahrscheinlichkeit 2a?3? wird |1) gemessen. Dabei sind [111) und |100)
gleich wahrscheinlich, so dass die unteren beiden Qubits in den maximal ver-
schrankten Zustand

7 (100) +111))

kollabieren.

9.3.2 Verschrankungs-Weitergabe (Entanglement Swapping)

Bei der Ubertragung klassischer Bits iiber lange Strecken kann man das Signal in re-
gelméfBigen Abstéanden verstiarken; bei Qubits ist das nicht moglich. Allerdings gibt es
eine Moglichkeit, zwei Qubits miteinander zu verschranken, ohne dass sie sich rdumlich
treffen:

1. Man nutzt zwei verschranke Qubit-Paare.
2. Jeweils eines davon fithrt man zusammen.
3. Man fithrt den Schaltkreis unten mit anschlieSender Messung dadurch.
4. Anschliefend sind die anderen beiden Qubits miteinander verschrinkt.

Schematisch ist das also wie folgt, wobei eine Verschrinkung durch eine gepunktete Linie
dargestellt ist.

1. Igo) o v eeeelgi) Igo) o v eeeelgs)
2. |go) sosoooccccccne|q) |go)eveveennnanncs|gs)
3. |go) soeessssaaaaah|q) |go){eseccccecnsesgs)
4, |qo) sevveeeseecssnnnnnssssccccccsssssss |g5)
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Der Schaltkreis ist der folgende

£ :
‘q°1> i H E

: M .
|CI.2> T
g5) : :

|Wo) |¥y)

Analyse:
Betrachtet wird beispielhaft

aoa) = 5(100)+ 1)) wnd  lga) = L(100) +[11)).
Damit ist der Gesamtzustand

) = lgog1) ® lgags) = J5(100) + [11) ) @ J5(|00) + [11))
= £(]0000) + |0011) + [1100) + |1111) ).

Nach dem CNOT-Gatter wird dies zu
|Wo) = 3(]0000) + [0011) + [1110) + 1101} ).
Durch das Hadamard-Gatter wird dies zu
W) = %<|0>®¢%(\0>+|1>)®|00> + |0)® 55(10) + 1)) ® |11)
+ )@ 5(0) - 1) ®[10) + [1)® 55(|0)— 1) ® \01>)
= 3,5 (/0000) +10100) + [0011) + |0111)
+ |1010) — [1110) + |1001) — |1101)).

Bei der Messung von |g1¢g2) kommen alle Félle |00), |01), [10) und |11) gleich wahr-
scheinlich vor. Fiir |goqs) ergibt sich jeweils

falls |00) gemessen wird: |gogs) = ( 00) + [11) ),
falls [01) gemessen wird: |gogs3) = ( 01) + |10) ),
falls [10) gemessen wird: |gogs) = ( 00) — [11)),
falls [11) gemessen wird: |gogs) = (]Ol) 10) ).

Man erhélt also wieder verschriankte Zustéande. Will man fiir |gogs) den urspriinglichen
Bell-Zustand —= (\OO} + |11) ) erreichen, kann man dies mit einer Nachbearbeitung
abhéngig vom Messergebnls — wie bei der Teleportation — erreichen.
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Bemerkung:

Hier gibt es — anders als bei der Teleportation — keine einheitliche Nachbearbei-
tung;:

Sind |goq1) und |geq3) in gleichen Bell-Zusténden, die nicht dem obigen ent-
spricht, so braucht es andere Nachbearbeitungen.

Sind |gog1) und |gog3) in unterschiedlichen Bell-Zusténden, so ist das Ergebnis
weiterhin verschréankt, aber eine Angleichung an die Eingangs-Verschrankung
macht keinen Sinn.

9.3.3 Verschriankungs-Verstirkung (Entanglement Distillation)

Um eine Verschrankung z.B. iiber groflere Distanzen zu gewéhrleisten, kann man auch
mehrer verschrankte Qubits transportieren. Lésst die Verschrinkung nach, kann man sie
durch Verkniipfung der teilweise verschriankten Qubits verstérken.

Konkret werden zwei in der folgenden Weise verschrinkte Qubit-Paare betrachtet:
[qoq1) = «]00) + B[11) und g2g3) = 700) +4[11).

Nun wird der folgende Schaltkreis ausgefiihrt:

lq0) ¢
lq1) ¢
|¢2) C)
. M
|g3) C)

[Wo)

Analyse:

Zu Beginn sind die vier Qubits im Zustand
) = (a|00) + B[11)) @ (v]00) + & |11))
= «y]0000) + ad |0011) + B~[1100) + 8§ |1111) .
Nach den CNOT-Gattern erhélt man den Zustand
|Wo) = avy]0000) + «d |0011) + B |1111) + 5§ [1100)
= (av[00) + 85 [11)) ®[00) + (ad|00) + Bv|11)) @ |11).

Die Messung der unteren beiden Qubit liefert also |00) oder |11). In beiden Fillen
erhélt man verschrinkte Zusténde in den oberen beiden Qubits, falls a, 3,7, # 0:
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Bei einem Messergebnis |00):

1
o) = s (00} + 5511,

bei einem Messergebnis |11):

1
lq0q1) = GOt () (a0 ]00) + By [11) ).

Bei @ =y und 8 = § ist der Zustand beim Messergebnis |11)

1 (aB|00) + Bar[11)) = i(\00>+\11>),

V(@f)? + (Ba)? V2]ap|

also sogar maximal verschrénkt. Der Zustand beim Messergebnis |00) ist dann aller-

’(Jo%) =

dings weniger verschrinkt.

Bemerkung:

Es kann auch passieren, dass man keinen Verschrankungsgewinn erhélt, z.B., wenn
ein Qubit-Paar schon stark verschrinkt, das andere aber fast gar nicht verschréankt
war.
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10 Shor-Algorithmus und
Quanten-Fourier-Transformation

Der vielleicht bekannteste Quanten-Algorithmus ist der Shor-Algorithmus zur Faktorisie-
rung, den Peter Shor 1994 veroffentlicht hat.

Die Faktorisierung grofler natiirlicher Zahlen ist ein auf klassischen Rechnern (vermut-
lich) schwieriges Probelm, auf dem eine Vielzahl kryptografischer Anwendungen (RSA-
Verfahren) basiert. Diese Verfahren werden unsicher, wenn es Quantencomputer gibt, die
Shor’s Algorithmus realisieren kénnen.

In diesem Kapitel werden die Grundziige des Shor-Algorithmus und dessen Kernelement,
die Quanten-Fourier-Transformation beschrieben, ohne auf Details einzugehen.

10.1 Klassischer Teil des Shor-Algorithmus

Fragestellung:

Gegeben ist eine Zahl m € N, von der man weif}, dass sie das Produkt zweier grofler
verschiedener Primzahlen p und ¢ ist, also m =p - q.

Gesucht sind p und ¢. Natiirlich reicht es, eine der beiden Zahlen zu bestimmen, denn
die andere ergibt sich dann mittels Division von m durch diese Zahl.

Man kann die Fragestellung auch verallgemeinern, dass man zu einer nicht-Primzahl
m einen echten Teiler sucht.

Modulo:

Zu a,m € N bezeichnet ¢ modm den Rest bei der Division von a durch m.
Beispiel:

32 mod6 =2, da 32:6 =5, Rest 2.
Die Modulo-Rechnung ist vertrédglich mit ,,+“ und ,,-“, d.h.

(a+b) modm = ((a modm)+ (b modm)) modm und

(a-b) modm = ((a modm)- (b modm)) modm.

Beispiel:
Es ist 17 + 15 = 32. Einerseits ist 32 mod 6 = 2, andererseits ist

(174 15) mod6 = ((17 mod6) + (15 mod 6)) mod 6
= (5+3) mod6
= 8mod6 = 2.
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Es ist 9.7 = 63. Einerseits ist 63 mod 6 = 3, andererseits ist

(9-7) mod6 = ((9 mod6) - (7 mod6)) mod6
— (3-1) mod6 = 3.

Ordnung:
Sei a € N mit ggt(a,m) = 1. Man kann zeigen, dass es dann ein o € N mit
a”™ modm =1 gibt.
Definition:

Sei a € N mit ggt(a, m) = 1. Das kleinste » € N mit " mod m = 1 heifit Ordnung
von a modulo m.

Die Funktion
N =N, z+— a” modm

ist dann r-periodisch.
Beispiel:

Zu m = 35 und a = 4 sind die Funktionswerte zu f(z) = a® modm, also f(z) =
4% mod 35

z 1|23 ]4]5]6|7|8 |9 10[11]12]13|14]...

4z af16]20]11]of1[4af16]20]11]9|1]4]16]...
Die Ordnung von 4 modulo 35 ist 6.

Zu m = 35 und a = 3 sind die Funktionswerte zu f(x) = a® modm, also f(z) =
3% mod 35
123456 |7 [8[9]10]11]12]13]14]...
3|39l |11]33][20]17 16|13 4121 ]3]9]..
Die Ordnung von 3 modulo 35 ist 12.

Faktorisierung mittels Ordnungsbestimmung:

Sei a € N mit ggt(a, m) = 1 und r die Ordnung von m.

Falls r gerade ist, ist 5 € N. Es gilt dann, wenn man alles modulo m rechnet, entspre-
chend der dritten binomischen Formel:

r

0=a -1 = (a?)’=1 = (a2 —1)-(a? +1).

Also ist (a2 — 1) (a2 + 1) ein Vielfaches von m, d.h., die Primfaktoren von m sind in
den beiden Faktoren (a2 — 1) und (a% + 1) enthalten.

Es kann nicht sein, dass alle Primfaktoren in (az — 1) enthalten sind, denn dann wére

(a2 —1) modm =0 < a2 modm =1
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im Widerspruch zur Eigenschaft der Ordnung r, das kleinste x € N mit a® modm =1

ZU sein.

Falls nicht alle Primfaktoren von m in (a2 + 1) enthalten sind, verteilen sich die
Primfaktoren von m auf (a2 —1) und (a2 +1). Durch die Berechnung von ggt(az —1,m)
erhélt man so einen echten Teiler von m.

Beispiel:
Die Ordnung von 3 modulo 35 ist 12, also (alles modulo 35)

0 =32-1=(3%-1=(3°-1)-(3°+1).

Es ist 3° — 1 mod 35 = 28 und 3°+1 mod 35 = 30. Mit ggt(28, 35) = 7 erhilt man
einen echten Teiler von 35.

Bemerkung:

Bei grofien Zahlen a und 7 ist a2 so groB, dass die Zahl nicht mehr praktisch hand-
habbar ist; man kann alle auftretenden Werte aber immer modulo m betrachten,
also z.B. a2z — 1 mod m statt az — 1.

Auch fiir grofie Zahlen a, x und m ist a® mod m klassisch mit polynomiellem Auf-
wand berechenbar, z.B. mittels der square-and-multiply-Methode.

Auch fiir grofie Zahlen a und b ist ggt(a, b) klassisch mit polynomiellem Aufwand
berechenbar, z.B. mittels des Fuklidischen Algorithmus.

Man kann zeigen, dass bei einem zufillig gezogenen a mit ggt(a,m) = 1 die obigen
Annahmen, also r gerade und die Primfaktoren von m sind nicht alle in (a2 + 1)
enthalten, mit einer Wahrscheinlichkeit grofer oder gleich 1/2 eintreffen.

Damit hat man einen polynomiellen probabilistischen Faktorisierungsalgorithmus,
falls man die Ordnung einer Zahl a modulo m effektiv berechnen kann. Bis heute
ist allerdings kein polynomieller klassischer Algorithmus zur Periodenbestimmung be-
kannt.

10 Shor-Algorithmus und Quanten-Fourier-Transformation



106

10.2 Diskrete Fourier-Transformation

Die Fourier-Transformation zerlegt eine Funktion in Grund- und Oberschwingungen. Bei
der diskreten Fourier-Transformation wird eine Funktion auf einem bestimmten Intervall
betrachtet und an diskreten Punkten abgetastet. Die Fourier-Koeffizienten ¢, geben dann
die Gewichte der Grund- und Oberschwingungen an.

Definition:

Zu gegebenen fi, k=0,..., N — 1, bildet man die Fourierkoeffizienten

;. 27wkl

1 N-1
\/N k=0

Mit der N-ten Einheitswurzeln

w = ej'% J .. w?
(w erfiillt also w?¥ = 1) ist “i
—j.2mkl jo2mN—kl —kl
e N = (e N) = W s w]v_lzw_l
also
=
—kl
a=-—=) frw
o
Man kann die Berechnung der Fourier-Koeffizienten ¢y, ..., ¢y_1 auch als Matrix-Vektor-
Produkt schreiben:
co w00 w10 o w—(N=1)0 f
¢t 1 w01 w11 L - (N-1)1 f
- VN : : : :
N1 W0 (N=1)  ,—1(N-1) w—(N=1)-(N=1) Fys
Beispiel: j
Fiir N =8ist w = % = o'f. 2 F1=uw
Mit 2y = w, 2o = w3, 23 = W und 24 = W’ (s. Bild) -1 1
ergibt sich konkret als Transformationsmatrix
11 1 1 1 1 1 1 23 - 24
I 2z =) 2z =1 z» ] = =
I =5 -1 53 1 =3 -1 ]
C - 1 1 zZ3 J Z4 —1 Z1 —J Z9
V8l -1 1 -1 1 -1 1 -1
1 Z9 —J Z1 —1 Z4 J Z3
Ly -1 - 1 j -1 =
1 21 jJ 2z —1 23 —=j 2z
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Ist die Funktion bzw. sind die abgetasteten Werte f; auf dem Intervall periodisch, so
erkennt man das an den Fourier-Koeffizienten: Enthélt das betrachtete Intervall genau kg
Perioden, so sind nur die ¢ von Null verschieden, fiir die k ein Vielfaches von kg ist.

Beispiel:
Betrachtet wird die 6-periodische Funktion
1, falls z =246k, k € N,

0, sonst.

f:N=N, f(x) = {
/()

Wrlt g

D) s 14 62

T

Die Fourierkoeffizienten bei einem Intervall [0; 60[ mit 60 Abtastungen ergibt:

|ck|

1
k
10 20 30 40 50 60

Anders ausgedriickt: Ist f r-periodisch und N = kg - r, so sind nur die ¢, von Null
verschieden, fiir die k£ ein Vielfaches von kg, also von % ist.

Ist f r-periodisch aber N kein genaues Vielfaches von r, so gilt weiterhin, dass nur die
N

Fourierkoeflizienten mit Indizes nahe bei Vielfachen von = wesentlich von Null verschieden

sind.
Beispiel:
Betrachtet wird nun die 6-periodische Funktion f von oben aber betrachtet auf einem

Intervall [0;64[ mit 64 Abtastungen. Die Betrdge der Fourierkoeffizienten ergeben
folgendes Bild:

k]
1t o
||||I|||||I|||| ||||I|||||I||||
11 21 32 43 53 64

k

Man sieht deutlich die ,, Konzentration“ auf Fourier-Koeffizienten ¢, wobei k ein Viel-

faches von % ~ 10.7 ist.

Bemerkung:
Eine naive Implementierung der diskreten Fourier-Transformation benotigt einen Auf-
wand von O(N?).

Ist N eine 2er-Potenz, so gibt es mit der Fast- Fourier-Transformation die Moglichkeit,
die Koeffizienten mit einem Aufwand O(N -log V) zu berechnen.
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10.3 Quanten-Fourier-Transformation

Die Transformationsmatrix

00 w10 . o~ (N=1)0
1 w01 w1 o - (N=1)1
C = —
VN : . :
W OWN=1)  —L(N=1) . —(N=1)(N-1)

der diskreten Fourier-Transformation ist unitédr, ebenso dann auch die Transformations-
matrix der Riicktransformation D = C~! = CH. Wegen

w* = (eJ N)* — oW = (eJ N)_l = w!

1st
W00 W10 Ww(N=1)-0
5 1 W01 Wl WwN=1)1
vVIN : :
QO (N=1) ST (N=1) W(N=1)-(N=1)

Im Prinzip hat die Transformation mit D die gleichen Eigenschaften wie die diskrete

Fouriertransformation.

Bei N = 2" kann man die Matrix D als Transformationsmatrix eines n-Qubit-Registers

betrachten.
Beispiel:
Sei N =4, also n = 2. Dann ist

und damit

)
|
|
— = =

Definition:

Sei N = 2" und wy = &% . Die Quanten-Fourier-Transformation QFT ) der Ord-
nung N ist die Transformation auf einem n-Qubit-Register, die durch die Matrix D
beschrieben wird.

Die Auswirkung auf den I-ten Basisvektor |I),,l=0,...,N — 1, ist also

1 N-1

QFTy(I1),) = Nod > wntt k),
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Satz:

Sie N = 2" und w, = ¢, Man kann zeigen, dass fiir den I-ten Basisvektor 1),
1=0,... N—1,gilt

QFTy(D),) = \/LN (10) +w2' 1) @ (10) +wi' 1)) @ ... @ (10) +wn' [1)).

Bemerkungen:

1. Das Tensorprodukt rechts besitzt also n Tensor-Faktoren. Wenn man den Vorfak-

tor \/LN = \/127 = (\%)n auf die einzelnen Tensor-Faktoren aufteilt, hat man also

Tensor-Faktoren der Gestalt

\/L§(|0> + war! |1>)

2. Die Darstellung ist eng verwandt mit der Berechnung der klassischen diskreten
Fourier-Transformation mittel der Fast-Fourier-Transformation.

Beispiel:
Sei N =4, also n = 2. Wegen

wgzej%—e”r— und w4:ej’2f:ej'%:j
erhilt man
1
QFT,(h),) = —72- (10) +w2' 1)) ® (10) +wa' 1))
= 5 (0 + (=11 1)) @ (J0)+ 1))
= 5+ (100) +1'Jo1) + (1) 10) + (i)' 1)),
also
QFT4(]0),) = 5 - (|00)+ |01) + [10) + [11) ),
QFT,(|1),) = %-(]00) +j01) —[10) —j[11)),
QFT,(12),) = 3 (]00) —[01) +[10) — [11)),
QFT,([3),) = § - (]00) —j[01) — [10) +[11)).

Man erkennt die Transformationsmatrix D von oben.

Wie lassen sich die einzelnen Tensor-Faktoren in der Darstellung des Satzes oben, also
z.B. (|0> + wy! 1)) oder == ( |0) + wi' |1) ) erzeugen?

Betrachte beispielhaft QF Ty, also n = 3. Sei | = (lal1l)2 die Bindrdarstellung von [, also

l = 22'12+21‘ll+20'lo == 4[2+2l1+10
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Es ist wy = —1 und

le — (_1)412+2l1+l0 — (_1)[0‘

Der Wert von w,! und damit von \%( |0) +w>' |1) ) héingt also nur von ly ab und ist gleich
\%( 0) + [1) ) bzw. \%( 0) —[1) ), je nachdem, ob lo = 0 oder Iy = 1 ist.
Daher kann \/Li( 0) + wy' [1) ) durch eine Hadamard-Transformation angewendet auf das
lo-darstellende Qubit realisiert werden, da gilt

Hllo) = J5(|0)+ (=1)[1)) fir Iy € {0,1}.
Es ist wy = j und

W4l — j4l2+2l1+l0 — (j4)l2 . (j2>l1 ‘jlo _ 1[2 X (_1)[1 .jlo — (_1)[1 .jlo‘

Daher kann man \%( |0) + w4’ 1)) realisieren durch eine Hadamard-Transformation an-
gewendet auf das [j-darstellende Qubit, wobei bei Iy = 1 der |1)-Zustand noch mit j
multipliziert wird. Eine entsprechend Multiplikation kann man mit dem Phasengatter Ry
realisieren:

1 0
Ry = .
d (0 CL)Qd)

Bei |1) wird also die Amplitude mit wy¢ multipliziert, d.h., die komplexe Phase wird um
3—1{ gedreht. Eine Multiplikation des |1)-Zustands mit j entspricht also einer Anwendung
von Rsy.

Bei den weiteren Tensor-Faktoren geht es &hnlich: \%( 0) + ws' 1) ) kann man wegen
wsl — W84l2+2ll+l0 — (w84)l2 . (w82)l1 . wglo — (_1>l2 . W4l1 . w8lo

durch eine Hadamard-Transformation angewendet auf das lo-darstellende Qubit gefolgt
von [;- bzw. [y-bedingten Phasengatter Ry bzw. R3 realisieren.

Der folgende Schaltkreis zeigt die Berechnung von QFTg:

) — H Ry Rs %0)
) : B R ———)
o) o l H —ly2)

Man beachte, dass beim Schaltkreis am Ausgang die Qubits in umgekehrter Reihenfolge
stehen!
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Fiir eine entsprechenden Realisierung einer Quanten-Fourier-Transformation bei n Qubits,
also bei N = 2" benotigt man

n+ (n-1 4+ ...+ 1= Inn+1)

Gatter. Damit hat man einen Aufwand von O(n?) = O((log N)?) gegeniiber O(N -log N)
bei der klassischen Fast-Fourier-Transformation.

10.4 Der eigentliche Quanten-Algorithmus

Vorgegeben ist ein m, das das Produkt zweier (grofier) verschiedener Primzahlen ist, und
ein a € {1,...,m} mit ggt(a,m) = 1.

Ziel ist die Bestimmung der Ordnung r von a modulo m.

Man wihlt nun eine 2er-Potenz N = 2" in der GréBenordnung von m?, um mit hoher
Wahrscheinlichkeit am Ende ein erfolgreiches Ergebnis zu haben, und ferner n, (minimal),
so dass m < 2™ ist, damit man Zahlen modulo m mit n, Bits darstellen kann.

Der Quanten-Algorithmus, der die Ordnungsbestimmung (probabilistisch) realisiert, ist
im folgenden Schaltkreis dargestellt:

0) — H |
QFT| | M
Uy
0) — : T ERRXR
. . . M
(optio-)
(nal)
0)
W) 0, ) ) )
Analyse:

Man beginnt mit einem Zustand |¥y) bestehend aus n, +n, Qubits, die mit |0) initia-
lisiert werden. Die oberen n, Qubits werden im folgenden als z-Register bezeichnet,
die unteren n, Qubits als y-Register.

Durch die Hadamard-Transformationen werden die Qubits des x-Registers gleichméBig
tiberlagert (Zustand |¥y)).
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Die Transformation Uy ist (dhnlich dem Deutsch-Josza- und Grover-Algorithmus) die
Quanten-Version der Funktion

f(z) = a® modm,
die auf die x- und y-Register wirkt durch

Da nach Abschnitt 5.1 ein Quantencomputer alles das kann, was ein klassischer Com-
puter kann, ist die Realisierung von Uy (ggf. mit Hilfs-Qubits) moglich.

Wegen der Initialisierung der Qubits des y-Registers mit |0) besteht der Zustand |¥s)
aus einer gleichméBigen Uberlagerung aller

), @ f(@)),,, z=0,....N—1

Hier wird die Parallelitdt bei der Quanten-Berechnung ausgenutzt: Die Berechnung
ist mit in n, polynomiellem Aufwand moglich; klassisch braucht man N = 2"+ Funk-
tionsauswertungen.

Beim Zustand |¥5) kann man nun optional das y-Register messen. Dabei wird man
einen der Funktionswerte f(x) fiir ein spezielles z erhalten. Wegen der r-Periodizitét
von f kann man sich 0.B.d.A. zy € {0,...,r — 1} vorstellen.

Der Zustand kollabiert dann so, dass das 2-Register aus der gleichmaBigen Uberlage-
rung all der z-Werte besteht, die f(x) = f(xo) erfiillen, also aus
Zo, s To+ 1, To+ 27"7
Beispiel:
Sei m = 35 und a = 4 (vgl. das Beispiel in Abschnitt 10.1) und N = 64.

Misst man beispielsweise 42 mod 35 = 16, so erhélt man wegen der 6-Periodizitit
von 4% mod 35 eine gleichmiBige Uberlagerung von

also bis auf einen Normierungsfaktor

(12),, +[8),,, +[14),,, + ... +162), ) ®]16), .

Betrachtet man nun |W3) als einen solchen kollabierten Zustand nach einer Messung, so
entsteht nach der QFT entsprechend der Ausfithrungen in Abschnitt 10.2 ein Zustand
|W,), bei dem nur die Basiszusténde |x) mit 2 nahe bei Vielfachen von & Amplituden
haben, die wesentlich von Null verschieden sind.
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Dieses Verhalten hat man unabhingig von dem bei der Messung des y-Registers von
|U,) beobachteten Funktionswert f(z0). Ohne Messung ist |W3) = |¥,) eine Uberla-
gerung von diesen Zustédnden zu unterschiedlichen Funktionswerten f(z).

Beispiel:
Sie m = 35 und a = 4 (vgl. das Beispiel in Abschnitt 10.1) und N = 64.

Bis auf einen Normierungsfaktor ist |Wy) gleich

+(11),. +17),. +113), +...+]61), ) ® 4),,,
+ e

+(15),, +111), +17), +...+59), ) ® 19),., -

Da die QFT jeweils die gleiche Konzentration auf Basiszustédnde |z) mit 2 nahe bei
Vielfachen von % bewirkt, geschieht dies unabhéingig davon, ob man das y-Register
von |Ws) misst oder nicht: In jedem Fall ist |¥,) ein Zustand, bei dem nur die Basis-

zusténde |z) mit 2 nahe bei Vielfachen von & Amplituden haben, die wesentlich von
Null verschieden sind.

Die abschlieBende Messung des az-Registers liefert also ein x, das nahe bei einem
Vielfachen von % liegt:

~
~

Tz ~ k- firemkeN < fiir ein £ € N.

S

T
r N

Klassische Nachbearbeitung:
Gesucht ist die Ordnung r, also der Nenner eines Naherungsbruchs % zu +; dabei sind

x und N bekannt, k£ und r unbekannt, wobei r klein ist im Vergleich zu N.

Es gibt klassische Verfahren (z.B. Kettenbruch-Entwicklung), um zu einem Bruch
Néherungsbriiche mit kleinerem Nenner zu ermitteln. Diese Nenner 7 sind dann Kan-
didaten fiir die Ordnung. Ob man wirklich die Ordnung gefunden hat, kann man
nachpriifen, indem man priift, ob " modm = 1 ist.

Beispiel:

Betrachtet wird der Fall, dass bei einer 6-periodischen Funktion bei N = 64 der
Wert 53 gemessen wird. Die Kettenbruch-Entwicklung ergibt dann

53 1 1 1 1
1 64 1 i 1
T o
B 1 B 1 B 1 B 1
[ TS N IO | 1+ —1 14—
4+§ 4+@ 4+1+1; 4+1+41j,
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Néherungsbriiche erhélt man durch die abgeschnittenen Kettenbriiche, hier also

1 4 1 1 5

= = un —_— = .

I+3 5 l+1 6
1

Der zweite Naherungsbruch hat die gesuchte Periode als Nenner.

Bemerkung:

Wenn £ und r gemeinsame Teiler haben, so wird man durch die Kettenbruch-
Entwicklung nur gekiirzte Darstellungen von é finden. Man kann aber zeigen,
dass mit hoher Wahrscheinlichkeit k& und r teilerfremd sind.

Man kann zeigen, dass man so mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit die Periode r be-
stimmen kann.

10.5 Diskrete Logarithmen

Einige Verfahren der asymmetrischen Kryptographie basieren nicht auf der (vermutlichen)
Schwierigkeit des Faktorisierungsproblems sondern auf der (vermutlichen) Schwierigkeit
des diskreten Logarithmus, z.B. der Diffie-Hellman-Schliisselaustausch oder das Elgamal-
Verschliisselungsverfahren.

Definition:

Ist p € N eine Primzahl und a € {1,...,p — 1} so gewé&hlt, dass

{a* modp|ze{l,...,p—1}} = {1,...,p—1},
so ist der diskrete Logarithmus von A € {1,...,p — 1} zur Basis a modulo p das
(eindeutige) z € {1,...,p — 1} mit A = a” mod p.

Man nimmt an, dass die Bestimmung des diskreten Logarithmus klassisch schwierig zu
16sen ist.

Mit der Idee des Shor-Algorithmus — konkret der Periodenberechnung mittels der Quan-
ten-Fourier-Transformation — ist das Problem effektiv losbar. Dazu betrachtet man bei
vorgegebenem p, a und A die Funktion

fNxN—=N, f(r,y) = a*- A7 modp.

Dabei ist A™Y das modulare Inverse zu AY modulo p, also die Zahl z mit z- AY modp = 1.
Ist a® = A, also ¢ der diskrete Logarithmus von A zur Basis ¢ modulo p, so gilt modulo
p
flx +z0,y+1) = a™™. AW+ = g7 gm0 . gyl
= a"-A- AV AT = 4" ATV = f(a,y),
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d.h., die Funktion f ist (xg, 1)-periodisch, und mit einer Periodenbestimmung kann man
T ermitteln.

Bemerkung:

In der Kryptographie werden auch diskrete Logarithmen auf der Gruppe der ellipti-
schen Kurven genutzt. Auch hier gibt es eine Variante des Shor-Algorithmus, mit der
derartige diskrete Logarithmen effektiv berechnet werden kénnen.
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