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Vorwort 1

Vorwort

Dieses Skript enthélt die Themen, die ich in meinem Teil der Mathematik 2 behandle, die
aber nicht in meinem Buch ,Hohere Mathematik kompakt“ enthalten sind. Das Skript
richtet sich sowohl an die Elektrotechniker als auch an die Informatiker. Einige Themen
werden bei beiden Zielgruppen behandelt, andere nur bei den Elektrotechnikern oder nur
bei den Informatikern. Konkret: Nicht behandelt und damit auch nicht Klausur-relevant
sind aus diesem Skript-Teil

o fiir die Informatik:
— Kapitel 1 (Vektoranalysis),
— Abschnitt 2.2 (Lineare Differenzialgleichungen),
— Abschnitt 3.2.2 (Eigenschaften der Fourier-Transformation),
— Abschnitt 3.4 (Laplace-Transformation),

o fiir die Elektrotechnik:
— Abschnitt 3.3 (Diskrete Fourier-Transformation),
— Abschnitt 4.1 (Binomialkoeffizient und Kombinatorik),

— Kapitel 5 (Informatik-relevante Themen).

Wie im ersten Teil finden sich am Ende der einzelnen Abschnitte wieder Verweise auf
Kapitel von Lehrbiichern, in denen der vorgestellte Stoff teilweise dhnlich, teilweise in
einer alternativen Form dargestellt wird. Ich beziehe mich wie im ersten Teil dabei auf
die folgenden Biicher:

[KSt] Mathematik fiir das Ingenieurstudium, Jirgen Koch, Martin Stampfle,

Hanser

[Walz]  Mathematik fiir Fachhochschule, Duale Hochschule und Berufsakademie,
Guido Walz, Spektrum Akademischer Verlag

[Stingl] Mathematik fiir Fachhochschulen, Peter Stingl, 7. Auflage, Hanser

[FF] Mathematik 2, Albert Fetzer, Heiner Frinkel, 5. Auflage, Springer

[Leu] Mathematik 2, Wilhelm Leupold, 2. Auflage, Fachbuchverlag Leipzig

[Brill] Mathematik fiir Informatiker, Manfred Brill, 2. Auflage, Hanser

[Hart]  Mathematik fir Informatiker, Peter Hartmann, 1. Auflage, Vieweg

[SS] Mathematik kompakt, Yvonne Stry, Rainer Schwenkert, 1. Auflage, Springer

[Pap2]  Mathematik fiir Ingenieure und Naturwissenschaftler, Band 2, Lothar
Papula, 11. Auflage, Vieweg

[Pap3]  Mathematik fiir Ingenieure und Naturwissenschaftler, Band 3, Lothar
Papula, 5. Auflage, Vieweg

Aachen, im Miérz 2018,

Georg Hoever

Inhaltsverzeichnis



1. Vektoranalysis 2

1. Vektoranalysis

1.1. Weg- und Fldchenintegral

Bei einer Bewegung in einem Kraftfeld F', das immer senkrecht S \? g
zur Kraft verlauft, wird keine Arbeit verrichtet. Die Arbeit W TN/
héngt vom Skalarprodukt zwischen Wegrichtung und Kraft ab. N )
Diskretisiert ist VA y

W o~ > Fi- A
Bei immer feinerer Diskretisierung erhélt man das Wegintegral
A
W= / Fdr ) /
= g "
/':t#

—

Ist der Weg in parametrisierter Form 7 = 7(t), t € [a, ], gege-
ben, so ist

Ar; = Tt + At) — 7(t) = 7'(t) - At

und man erhilt W ~ S F - 7/(t;) - At. Bei immer feinerer Diskretisierung erhélt man
ein gewohnliches Integral:

Definition 1.1
Zu einem Vektorfeld F : R” — R™ und einem Weg 7 in R”, 7 = 7(t), t € [a, D] ist
das Wegintegral W gegeben durch

W= /ﬁdf - /bﬁ(F(t))-F’(t)dt.

Ist der Weg 7 geschlossen, d.h. 7(a) = 7(b), so schreibt man auch § Fd7.

Beispiel 1:
. -y
Betrachtet wird das dreidimensionale Vektorfeld F(x,y,z) = | x + 2z | und der
zy?
z
Weg

cost 1 Y
7(t) = | sint |, t e [0,2n] §
0 1

(7 1auft den Rand des in der (x,y)-Ebene um den Ursprung liegenden Kreises mit
Radius 1 ab).

1.1. Weg- und Flédchenintegral
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Dann ist
2
jl{ﬁdf' = /ﬁ(cost,sint,O) 7 (t) dt

0
2 —sint —sint

= / cost+ 0 . cost dt
o \cost- (sint)? 0
2 2

= /(sin2t+cos2t) dt = /ldt = 2.
0 0

Stellt ein (dreidimensionales) Vektorfeld F' eine Flussdichte dar, so kann man sich fiir
den Fluss durch eine (zweidimensionale) Fliche interessieren. Eine Flussdichte parallel
zur Flache erzeugt keinen Fluss durch die Flédche; maximalen Fluss erhélt man bei einer
Flussdichte senkrecht zur Flache. Ordnet man bei einer Diskretisierung jedem Fliachen-
element AA einen Flichenelement-Vektor AA zu, der senkrecht zur Fléiche steht und als
Betrag den Flédcheninhalt hat, so berechnet sich der Fluss ®

Bei immer feinerer Diskretisierung erhélt man das
Flichenintegral

- //ﬁdff.

Beispiel 2:
Die Fléche A sei der in der (x,y)-Ebene um den Ursprung
liegenden Kreis K mit Radius 1 (nach oben orientiert). 1Y

Dann sind die Flichenelement-Vektoren AA = (ASA),
1

. F
und zu einem Vektorfeld F' = (g;) ist
3

~yrai- S(B) () - S

und daher bei immer feinerer Diskretisierung ¢ = / / Fsd(z,y).

2$y—1 K

Bei ﬁ(w y,z) = ( —y ) ergibt sich beispielsweise

2my1 -
// dA //2da:y = 2-7.

Literatur: [Stingl] 8.9, 8.10; [FF] 3.4.3; [Leu] 10.3.7; [Pap3] 1.7, 1.8.1, 1.8.2

1.1. Weg- und Flédchenintegral
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1.2. Divergenz und Rotation

1.2.1. Divergenz

Definition 1.2

Zu einem Vektorfeld F : R" — R”, F(xl, cey X)) = : heifit
Fa(..)
= 0 0 0
divtF = —F+—F+---+—F
v d21 1+ o7s 2+ + e n
Divergenz.
Bemerkungen:

1. Die Divergenz beschreibt die Quellen (div F > 0) oder Senken (div F < 0) eines
Feldes.

1)

2. Mit dem Nabla-Operator V = ( oz1 > kann man auch schreiben:

e}

Fon
o)
- R o o Oz Fy
divF = V-F,denn —F +---+—F, = . :
0z oxn, 5 :
Bm Fn
Beispiel 1:
Zu ﬁ(ﬁf,yvz) = (0,zy,—xz) ist
div F = ;E(O)+§y(xy)+(i(—x2) = 0+z—z = 0.

Das Feld ist also Quellen- und Senkenfrei.

Das, was aus einem Gebiet herausflie§t, entspricht dem, was in dem Gebiet erzeugt wird:

Satz 1.3 (Integralsatz von Gauss)
Umschlief$t die Fliche A das Volumen V', so gilt

//ﬁdj = ///divﬁdv.

Literatur: [Stingl] 8.11; [FF] 3.4.5; [Leu] 10.3.4; [Pap3] 1.5.1, 1.9.1

1.2. Divergenz und Rotation
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1.2.2. Rotation

So wie die Divergenz die Quellen/Senken eines Feldes beschreibt, so beschreibt die so-
gennante Rotation die Wirbelstérke:

Definition 1.4
. . Fl (.’L’, Y, Z)
Zu einem Vektorfeld F': R? — R3, F(z,y,2) = | Fa(z,y,2) | heifit
F3(x7 Y, Z)
o] o]
87;F3 — EFQ
rot F = %Fl - %F?’
0 0
aa b2 — 3511

Rotation.

Bemerkung:

Mit dem Nabla-Operator V kann man auch schreiben:

0 0 0
@Fg—EFQ s F
o o Sp 9 9 F
rot F = V x F, denn 9241~ 543 = ay | X 2
o) 0 0
acte — gy F1 32 F;
Beispiel 1:
. -y
Zu F(z,y,z) = [ z+2z | ist
x>
o —y (xy?) = Fo(x + 2) 2zy — 1
= 0 0 o
wotF = |8 | x|2+z2| = | (9@ | = | -
o)\ a L +2)- §(-y) 2

Wirbelstiarken auf einer Flache lassen sich am Fliachenrand ablesen:

Satz 1.5 (Integralsatz von Stokes)
Wird die Fliche A von Weg r umschlossen, so gilt

fﬁdf’ = //rotﬁd/_f.

1.2. Divergenz und Rotation
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Beispiel 2:
—y LY

Sei ﬁ(x, y,z) = | =+ 2z | wie in Beispiel 1 und §
2
xy 1

A der in der (z,y)-Ebene um den Ursprung liegenden Kreis K7 mit Radius 1 (nach
oben orientiert) (wie in Beispiel 2 von Abschnitt 1.1).

cost
A wird berandet von 7(t) = | sint |, ¢ € [0,27] (vgl. Bsp. 1 von Abschnitt 1.1).
0

Wie in den erwéhnten Beispielen berechnet, ist tatséchlich
- 2xy—1 = N
%Fdf — 9 = //( "y )dA - //rothA.
2
Literatur: [Stingl] 8.11; [FF| 3.4.5; [Leu] 10.3.5; [Pap3] 1.5.2, 1.9.2

1.2.3. Zusammenhdnge zwischen div, rot und grad

Satz 1.6
1. Fir F: R3 = R3 gilt: divrot F = 0.

2. Fiir ¢ : R? = R gilt: rot grad ¢ = 0.

Die zweite Aussage des Satzes besagt, dass Gradientenfelder wirbelfrei sind. Umgekehrt
ist jedes wirbelfreie Feld ein Gradientenfeld:

Satz 1.7
Ist tot F = 0, so gibt es eine Funktion ¢ : R? — R mit grad ¢ = F.

Bemerkung:

In Analogie zum Eindimensionalen kénnte man ¢ als Stammfunktion bezeichnen.
Gebrauchlich ist allerdings der Name Potenzialfunktion.

Satz 1.5 besagt, dass bei einem wirbelfreien Feld - also nach Satz m
1.7 einem Gradientenfeld - das Integral iiber einen geschlossenen B
Weg gleich 0 ist. Dies hat zur Folge, dass Integrale von einem Punkt 4 =

A zu einem Punkt B unabhiingig vom Weg sind; sie héngen also
nur vom Anfangs- und Endpunkt ab.

1.2. Divergenz und Rotation
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Satz 1.8

Ist F: R — R3 ein Gradientenfeld zur Potenzialfunktion ¢ : R® — R, also
F = grad g, so gilt fiir jeden Weg 7 zwischen zwei Punkten A, B € R3 :

B
[ Far = olB) - pla),
A

Insbesondere gilt jgﬁdf" = 0 bei einem geschlossenen Weg 7.

Bemerkungen:

1. Dies entspricht im Eindimensionalen f: ' (z)dz = ¢(b) — ¢(a).
2. Es gilt sogar auch die Umkehrung:

Ist [ F dF nur abhéngig von den Endpunkten A und B des Weges und unabhéingig
vom Weg, so ist F ein Gradientenfeld, d.h. es gibt ¢ mit F= grad ¢ und es gilt

B
[ Far = o(B) - pla).
A

Literatur: [Stingl] 8.11; [Pap3] 1.5.3

1.2. Divergenz und Rotation
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2. Gewohnliche Differenzialgleichungen

2.1. Grundlagen
2.1.1. Einfiithrung

Wir betrachten hier reellwertige Funktionen, die von einer Variablen abhingen. Schreib-
weise y = y(z) oder y = y(t).

Viele natiirliche Prozesse lassen sich durch eine Gleichung beschreiben, in der neben der
Funktion auch deren Ableitung vorkommt.

Beispiel 1:
1. Die Federschwingung:
Die Beschleunigung ist proportional zur Auslenkung und wirkt der Auslenkung
entgegen: iy’ = —\y.

2. Das Wachstum einer Population:

Ohne Ressourcenbegrenzung ist die Vermehrung proportional zur gegenwértigen

Anzahl ¢/ = \y; die Losung ist dann c - e??.

3. Ein elektrischer Schwingkreis mit Kondensator, /00
Widerstand und Spule:

Fiir die Spannung uc am Kondensator gilt

LC -u! + RC -, +u. = 0. | | —

Definition 2.1

Eine Gleichung, in der neben der unabhéngigen Variablen z und einer gesuchten
Funktion y(z) auch Ableitungen von y bis zur Ordnung n auftreten, heifit gewdhn-
liche Differenzialgleichung (DGL) n-ter Ordnung.

Eine Anfangsbedingung (AB) dazu besteht in der Vorgabe von Werten

y(x0), ¥/ (o), - -, y" V(o).

Eine DGL mit Anfangsbedingungen heifit Anfangswertproblem (AWP).

Bemerkungen:

1. Manchmal gibt es auch Bedingungen an zwei Stellen, z.B. y(x1) = a und y(z2) = b
(Randwertproblem).

2. Es gibt keine allgemein giiltigen Verfahren zur Lésung von Differenzialgleichungen.
Fiir einige Typen von Differenzialgleichungen lassen sich aber Losungsrezepte an-
geben (s. Anhang A).

Literatur: [KSt] 12.1.1, 12.1.2; [Walz] 9.1, 9.2; [FF] 5.1; [Leu] 8.1; [SS] 10.2; [Pap2] V.1

2.1. Grundlagen
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2.1.2. Richtungsfeld und Euler-Verfahren
Wir betrachten hier eine gewhnliche Differenzialgleichungen 1-ter Ordnung in der ex-
pliziten Form y' = f(z,y), z.B. ¢y = —x - y.

Durch ¢ = f(z,y) wird in jedem Punkt (x,y) eine Steigung f(x,y) vorgegeben. Dies
kann man sich grafisch veranschaulichen (Richtungsfeld), um einen qualitativen Uber-
blick iiber den Loésungsverlauf zu erhalten.

Beispiel 1:

Numerisch kann man eine solche Differenzialgleichung der Form 3’ = f(z,y) 16sen, in-
dem man ausgehend von einem Anfangspunkt (xg,yp) ,entlang der Richtungselemente*
weitergeht, d.h., bei der linearen Approximation die Differenzialgleichung einsetzt:

y(z+h) =~ y(@)+h-y(z)
= y(@)+h- flz,y).

Ausgehend von einer Anfangsbedingung, also einem gegebenen xp mit y(xp), kann man
so iterativ die Funktion y an den Stellen x1 = x¢ + h, zo = x9 + 2h, ... berechnen
(Buler-Verfahren):

y(z1) = ylzo+h) = y(xo) +h- f(z0,v0),

y(x2) = y(x1+h) =~ y(@1)+h- f(z1,y(21)),

y(zs) = y(x2+h) ~ y(a2) +h- f(z2,y(22)),

Q

Q

Q

Man nennt h die Schrittweite des Verfahrens.
Beispiel 2:
Yy =—x-y,y(0)=1,h=0.2:
y(0.2) ~ y(0)4+0.2-(-0-1) = 1,
y(04) ~ y(0.2)+0.2-(-0.2-y(0.2)) ~ 14+0.2-(-0.2-1) = 0.96,
y(0.6) ~ y(0.4)+0.2-(—0.4-y(04)) ~ 0.96+0.2-(—0.4-0.96) = 0.8832,

2.1. Grundlagen
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Bemerkung (Heun-Verfahren):

Man kann das Euler-Verfahren verbessern, indem man ausgehend von zy und y(zo)
zunichst “testweise“ einen Schritt wie oben geht und eine erste Approximation y;
fiir y(x1) erhélt und damit einen neuen Steigungswert f(x1,y1). Mit der mittleren
Steigung

Vo = 5 (F(o,ulao)) + F(a )

erhélt man einen besseren Wert und setzt daher verbessert y(z1) = y(zo)+h- Y. it101-
Dieses Verfahren heifit Heun- Verfahren.
Beispiel 3:
y=—x-y,y0) =1 h=0.2:
Die erste Approximation ist wie beim Euler-Verfahren (Beispiel 2):
y1 ~ y(0)+02-(-0-1) = 1.
Dort hat man als Steigungswert

F(02,1) = —02-1 = —0.2

und erhélt als mittlere Steigung

Ymittel = %(f(0,1)+f(0.2, 1) = %(0—0.2) — —01

und damit eine bessere Approximation
y(0.2) = 1+0.2-(-0.1) = 0.98.
Ausgehend von y(0.2) = 0.98 kann man dann den néichsten Schritt machen.

Man kann dieses Verfahren weitertreiben und die Steigung an dem so berechne-
ten Wert nehmen und damit erneut einen modifizierten Steigungswert berechnen,
mit dem man von xy aus startet, u.s.w.. Damit erhélt man eine ganze Klasse von
Verfahren, die sogenannten Runge-Kutta- Verfahren.

Literatur: [KSt] 12.1.3, 12.6.1; [FF] 5.2.1, 5.6.1; [Leu] 8.2; [Brill] 14.5; [Hart] 17.4; [Pap2] V.2.1, V.6.1

2.1. Grundlagen
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2.2. Lineare Differenzialgleichungen

2.2.1. Losungstheorie

Definition 2.2
Eine Differenzialgleichung der Form

Y ana(@) gD b an(e)  ao(e) oy = f()

heifit lineare Differenzialgleichung (n-ter Ordnung).

Ist f =0, so heifit sie homogen, ansonsten inhomogen.

Beispiel 1:
1. Die Differenzialgleichung

Z

y'=-y e Y +y=0
ist eine lineare homogene Differenzialgleichung mit a;(x) = 0 und ap(z) = 1.
2. Die Differenzialgleichungen ¢/ = z - y? und v’ = €¥ sind nicht linear.
3. Die Differenzialgleichung
y' + 2%y —y=sinx
ist linear und inhomogen mit a;(z) = 22, ag(r) = —1 und f(z) = sinz.
4. Die Gleichung fiir einen mit einer Spannung u(t) angeregten Schwingkreis,
LC -u!(t) + RC - ul(t) + uc(t) = u(t),

ist eine lineare Differenzialgleichung zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten.
Im anregungsfreien Fall u(t) = 0 ist sie homogen, ansonsten inhomogen.

Lineare Differenzialgleichungen und deren Lésungstheorie haben eine grofe Ahnlichkeit
zu linearen Gleichungssysteme:

Satz 2.3
1. Sind y1,y2,...,yn LOsungen einer homogenen linearen Differenzialgleichung, so
auch jede Linearkombination y = c1y1 + - + Coyn-
2. Jede Lisung zu einer inhomogenen linearen Differenzialgleichung lisst sich dar-
stellen als eine spezielle Losung + eine Losung der homogenen Differenzialglei-
chung.

Bemerkung:

Satz 2.3,1., besagt anders ausgedriickt, dass die Losungsmenge einer homogenen
linearen Differenzialgleichung ein Vektorraum ist.

2.2. Lineare Differenzialgleichungen
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Beispiel 2:
Die Differenzialgleichung y” + y = 0 hat die Losungen y;(x) = cosx und yy(z) =
sin z. Damit sind auch ciy1(x) + c2y2(2z) Losungen, denn:

(ciy1 + o) + (i1 + o) = cyy +cayy + cyr + 2y
= c1(yf +y1) + c2(y + o)
= 0 + 0 = 0.

Die Differenzialgleichung y” + y = = hat die spezielle Losung y(z) = . Damit sind
dann alle Funktionen

y(xr) = x4+ cisinz + cpcosx
Losungen von 3" +y = .

Bemerkung:

Man kann zeigen, dass es bei einer linearen homogenen Differenzialgleichung n-ter
Ordnung immer n ,grundsétzlich verschiedene® Losungen y1, ...,y gibt, die dann
eine Basis des Losungsraums bilden, d.h. der Losungsraum ist n-dimensional.

Eine solche Basis des Losungsraums heif3t Fundamentalsystem.

Hat man zu einer entsprechenden inhomogenen Differenzialgleichung eine spezielle
Losung y, gefunden, so bezeichnet man

Yy =Ys + ayir+t...+culn (c1,...,cn €ER)
als allgemeine Losung.

Damit kann man jede Anfangsbedingung durch eine geeignete Linearkombination
erfiillen.

Beispiel 3 (vgl. Beispiel 2):

Zur Differenzialgleichung y” + y = 0 ist {sinx, cosz} ein Fundamentalsystem.
Eine allgemeine Losung zur Differenzialgleichung 3" + y = @ ist
y(z) = x4 cysinz + cpcosx.

Hat man beispielsweise noch die Anfangsbedingungen y(0) = 1, 3/(0) = 3
gegeben, so erhélt man bei Einsetzen der allgemeinen Losung

1 = y(0) = ¢ und 3 = y'(0) = 1+c,
also ¢; = 2 und ¢y = 1. Damit erfiillt
y(zr) =x 4 2sinx + cosx

die Anfangsbedingungen.

Literatur: [KSt] 12.3.1, 12.3.3; [Walz] 9.4.1; [Stingl] 10.3; [Leu] 8.3.2.1; [Hart] 17.3; [SS] 10.4; [Pap2] V.3.2,
V.34

2.2. Lineare Differenzialgleichungen
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2.2.2. Lineare Differenzialgleichungen mit konstanten Koeffizienten

Betrachtet wird die Differenzialgleichung
v+ apy™ Y+t ay +agy = 0

mit (konstanten) Koeffizienten a;.

Beispiel 1 (Gleichung zu einem Schwingkreis (vgl. Seite 8)):
LC - ul(t)+ RC - ul(t) + uc(t) = 0
o W0+ 2w éuc(t) _ 0.
Der Ansatz y(z) = e fithrt mit
Yix) = X yf(z) = A2 yBz) = AR e
durch Einsetzen zu

y(n)+an_1y(n_1)++a1y/+a0y

— /\nekx_‘_anil_)\n—leA:c_F“__i_al_)\eAac_i_ao_e)\:c
= ¥ ()\”+an,1)\”_1+-~-+a1)\+ao) L.

Dies ist erfiillt, falls A Nullstelle des Polynoms A* 4+ a,_1 A" ' 4 - -« + a1\ + ag ist.

Definition 2.4
Zur Differenzialgleichung 4™ + ap,_1y™ Y + -+ + a19/ + agy = 0 heifit

p(A) = X'+ ap A"+ ard +ag

charakteristisches Polynom.

Der obige Ansatz zeigt: Ist A € R Nullstelle des charakteristischen Polynoms, so ist e**
Losung der Differenzialgleichung.

Beispiel 2:
Das charakteristische Polynom zu 3” — 4y = 0 ist p(A) = A2 — 4 und hat die
Nullstellen +2.

Also sind y1(z) = €** und yo(x) = e~ 2% Losungen der Differenzialgleichung.
Was ist bei y” +y = 0 also p(\) = A% + 1 mit (komplexer) Nullstelle +j?

Man kann versuchen, e/ als Losung zu nehmen. Es ist e/® = cosx + jsin 2. Tatséchlich
sind cosz und sinz, also Real- und Imaginérteil von e, Losungen von y” 4+ = 0.

2.2. Lineare Differenzialgleichungen
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Dieses Rezept gilt allgemein: Ist A = a + j5 Nullstelle von p, so ist

Re (e*) = Re(e@HA7) = Re(co®. of7)
= " Re (cos(Bz) + jsin(Bz))

= e . cos(fx)

eine Losung der Differenzialgleichung, entsprechend auch Im (eM) = e .sin(fx).

Satz 2.5
Sei p(\) das charakteristische Polynom zu

Y™ +any" Y+t ay +agy = 0 (+)

1. Ist A € R Nullstelle von p, so ist y(x) = e eine Lisung von (x).
2. Ist A\ = a+jB Nullstelle von p, so sind

yi(z) = Re (™) = e*-cos(Bz) und yo(z) = Im (&) = e** sin(Bx)

Lésungen von ().

Bemerkungen:

1. Die Nullstellen des charakteristischen Problems werden auch Eigenwerte der Diffe-
renzialgleichung genannt.

2. Ist A = a+ jB Nullstelle von p, so auch \* = a — j. Dies fiihrt zu Losungen
Re (e)‘*z) = e .cos(—fx) = e*-cos(fx) = yi(v)
und
Im (e’\*“”) = e .sin(—pfzx) = —e* -sin(fx) = —y2(x)
und damit zu keinen grundsétzlich neuen Losungen, da nach Satz 2.3 mit y» auch
—1o Losung ist.

3. Man kann zeigen, dass es bei einer k-fachen Nullstelle A von p auch Losungen der
Form z - e**, 22 . e’ ... 2. e gibt (bei komplexem X jeweils mit Real- und
Imaginérteil).

Beispiel 3:
Die Differenzialgleichung y” +2y’+y = 0 besitzt als charakteristisches Polynom
p(A) = A2 +2)\ + 1 mit der doppelten Nullstelle A = —1.

Man erhélt also neben der Lésung e™* auch die Losung xe™7.

4. Die derartigen Funktionen bilden ein Fundamentalsystem der Differenzialgleichung.

Literatur: [KSt] 12.3.4; [Walz] 9.4.2; [Stingl] 10.4; [Hart] 17.3; [SS] 10.5; [Pap2] V.3.3, V.5.2

2.2. Lineare Differenzialgleichungen
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2.2.3. Die Schwingungsgleichung

Ziel: Analyse der Losungen zur Schwingungsgleichung
y' +ay +by = 0.
Das charakteristische Polynom ist p(\) = A? + a) + b mit den Nullstellen

=2 <g>2—b und A2:—%— (g)Q—b.

Es gibt verschiedene Fille:
1. Fall: (4)* > b (aperiodischer Fall).

Dann sind Aq 2 reell und die Lésungen Exponentialfunktionen. In dem {iblichen Fall
a,b > 0ist Ao < A1 < 0, d.h., die Losungen sind fallend, und in der allgemeinen
Losung

Aox \

ist der erste Summand dominant. \\

2. Fall: (¢)* < b (periodischer Fall).

Dann sind A1 2 = —0 & jw mit 0 = § und /\
/ a2 N
w= b—(ﬁ) komplex. /\ /\/\
Die allgemeine Losung ist dann \/ \/ . AR
y(x) = cre 7P cos(wz) + cope” 7 sin(wx) .

e 7% - (e1 cos(wz) + o sin(wz))

= e 7% .r.cos(wz — ).

Die letzte Umformung ergibt sich mit dem Additionstheorem:
r - cos(wx — ) = rcospcos(wx) + rsin psin(wz),

d.h., man muss r und ¢ so wéhlen, dass r cosp = ¢; und 1
rsin g = cg ist.
Fiir a > 0 sind dies geddmpfte Schwingungen.

3. Fall: (%)2 = b (aperiodischer Grenzfall).

Dann besitzt das charakteristische Polynom eine doppelte Nullstelle in —o mit
o = 5 und die allgemeine Losung ist

y(x) = c1e 7% + core 7",

2.2. Lineare Differenzialgleichungen
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Bei a,b > 0 erhélt man also immer abklingende Losungen mit einem Faktor ™% und

— /(&) —b, falls () >,
: falls (2)* <.

IS}

(IS

Man kann sich iiberlegen, dass bei festem b der Wert von o am grofiten wird (die Losung
also am schnellsten abklingt), wenn a so gewé#hlt wird, dass (9)2 = b ist, also beim

2
aperiodischen Grenzfall.
Beispiel 1:

Die Spannung an dem Kondensator in einem Schwingkreis mit
Kapazitat C, Induktivitat L und Widerstand R wird durch
die Differenzialgleichung

R 1 —]

ull (t) + — - ul(t) + ﬁuc(t) =0

L
beschrieben, also a = % und b = &, d.h.,
R\ 2 > 1 aperiodischen Fall,
bei <2L> = (L erhilt man den aperiodischen Grenzfall,
< periodischen Fall.

Der Ansatz y(z) = c¢- e fiihrt auch bei Schwingungsgleichungen mit einer sinus- oder
cosinusformigen Erregung zum Erfolg.

Beispiel 2:

Betrachtet wird die inhomogene Differenzialgleichung mit konstanten Koeffizienten
v +y +2y = cos(t).

Idee: Wegen cos(t) = Re (e') kann man die Differenzialgleichung
v +y +2y = o

betrachten und von der Losung nur den Realteil benutzen.

Die Anschauung legt nahe, dass die Losung y entsprechend periodisch ist, ggf. mit
einer Phasenverschiebung ¢, also y = ¢ - cos(t + ¢) mit Amplitude ¢ oder komple-
xifiziert

y = g.ej(tﬂO) — :,Q.ew.ejt.

Fasst man 4 - e/¥ als eine (komplexe) Zahl ¢ auf, fithrt dies zu dem Ansatz y(t) =
c- el'. Damit ist

y(t) = c-j- et und y'(t) = —c- et

2.2. Lineare Differenzialgleichungen
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und Einsetzen fiihrt zu
—c- 4 jd42.c-d =
& —cHcj+2-c=1
& e (-14j+2) =1
ee Lo 111
14 2 2 2

Als Losung ergibt sich so
y(t) = Re((%-34j)- ")
= Re ((% —3i)- (cost—i—jsint))
1

_ 1 1
= j5cost+ 5sint.

Wegen ¢ = § - ¥ erhiilt man aus der Polardarstellung von ¢ direkt die Amplitude
¢ und die Phasenverschiebung . Hier ist 0,5

_ 1 1. _ 1 _—Zj
C—§*§J—\/;e4’ —0.5)

so dass sich die Losung auch darstellen ldsst als
y() = Re (/3o ) = Re(y/5eTH) = /3 cos(t — 7).

Dieses Verfahren kann man allgemein nutzen bei einer Differenzialgleichung der Form
asy” + a1y +apy = acos(wot)
(erzwungene Schwingung mit der Frequenz wy):
Der Ansatz y(t) = c- &0 in
agy” + ary + agy = a0t
fiihrt zu einem (komplexen) ¢ und damit zu einer Losung y(t) = Re (¢ - *0f).
Besitzt ¢ die Polardarstellung ¢ = r - €/?, so ist
y(t) = Re(r-e¥. et = Re(r- @09 = 1. cos(wot + ).
Die Losung ist also eine phasenverschobene Schwingung mit r = |c| als Amplitude.

Bemerkungen:

1. Die allgemeine Losung erhilt man nach Satz 2.3 als Summe einer speziellen Losung
und der allgemeinen Losung der homogenen Gleichung. Da die Losungen der ho-
mogenen Gleichung abklingen (s.o.), ergibt sich die errechnete spezielle Losung in
jedem Fall fiir grofie t.

2. Steht in der Differenzialgleichung ,,sin“ statt ,,cos“, so fithrt man das Verfahren wie
beschrieben mit dem Imaginérteil statt des Realteils durch.

Literatur: [KSt] 12.4; [Walz] 9.4.2, 9.4.3; [Leu] 8.3.2.2; [SS] 10.7.2; [Pap2] V.3.3

2.2. Lineare Differenzialgleichungen
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2.3. Ausblick
2.3.1. Differenzialgleichungssysteme

Statt nur eine Funktion y zu betrachten, kommt es in der Praxis hiufig vor, dass mehrere
Funktionen und ihre Ableitungen zusammenhéngen.

Beispiel 1 (Rduber-Beute-Modell):

Sei u(t) die PopulationsgroBe einer Beute zur Zeit ¢ und v(¢) die fiir den entspre-
chenden R&uber. Dann ist ein Fortpflanzungsmodell gegeben durch

v = wu(l —v) (DieBeute vermehrt sich entsprechend ihrer Population und
mehr bzw. weniger schnell bei kleiner bzw. groflier Rauber-
population.)

v = wv(u—1) (Der Riuber vermehrt sich entsprechend seiner Population
und mehr bzw. weniger schnell bei gréflerer bzw. kleinerer
Beutepopulation.)

Die Losung kann man numerisch approximieren:

—— Beute

—— Réauber

Explizite Differenzialgleichungssysteme erster Ordnung, also

yi = fl(yl»y%"'?ynvx)
yé = f2(yl,?/2,---7?/m$)

y;—b = fn(y17y27 s 7yn7$)

kann man numerisch mit dem Euler-Verfahren 16sen (vgl. Seite 9).

Beispiel 2:
Betrachtet wird das System mit zwei Funktionen yg und y;:
y6 =W
/ 2
Y = T—T Y1 Yo-

mit den Anfangsbedingung yo(1) =2 und y;(1) = —1.

2.3. Ausblick
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Bei einer Schrittweite h = 0.1 ergibt sich entsprechend des Euler-Verfahrens:

yo(1.1) ~ yo(1) + 0.1 - yo(1)
= yo(1) +0.1-y:1(1)
= 2+401-(-1) = 1.9,
yi(L1) = 3(1)+0.1-9(1)
= y1(1)+0.1- (1 =17 51 (1) - yo(1))
= —1401-(1-1%-(-1)-2) = —0.7.

Mit diesen Werten kann man nun yo(1.2) und y;(1.2) berechnen, u.s.w..

FEine Differenzialgleichung hoherer Ordnung kann in ein Differenzialgleichungssystem
erster Ordnung tiberfiihrt werden: Bei einer expliziten Darstellung

y™ = fly s,y Y 2)

fithrt dies mit yo =y, y1 = v, v2 =", ..., yn—1 = ¥y Y zu dem expliziten System:
w o= ) =y = U
no o= ) =y = ¥
Yn—o = (Z/ =y =y
Yno1 = ( = y™

= f(yy77 (n—l)’x) = f(y())yl’"'aynflvl')'
Dieses kann dann, wie oben erwédhnt, numerisch gelost werden.
Beispiel 3:
Die Differenzialgleichung zweiter Ordnung

!

y' = xz—a2y -y
wird mit yo = v und 3y, = 3/ wegen

/

yo =y wd oy = () =y =z-2yy

iiberfithrt in das System

v = 1

v = z -2y
Hat man nun beispielsweise die Anfangsbedingung y(1) = 2 und ¢'(1) = —1, so
bedeutet dies yo(1) = 2 und y;(1) = —1 und man kann das System wie oben 16sen

(vgl. Beispiel 2). Die Werte fiir yo entsprechen dann der Losung y.

Literatur: [KSt] 12.5, 12.6.2; [Leu] 8.4

2.3. Ausblick
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2.3.2. Partielle Differenzialgleichungen

Statt Funktionen von nur einer Variablen zu betrachten, kann man eine Funktion von
mehreren Variablen und ihre partiellen Ableitungen in Beziehung setzen.

Beispiel 1 (Potenzialgleichung):

Bei einer Funktion f: R?® — R, (2,y,2) — f(x,, z) kann man die Gleichung

0? 0? 0?
a2l T ol t gl =0

betrachten. (Man bezeichnet allgemein
ok ok 0?
Af = div(gradf) = V-Vf = g5f+55/+ 5]
auch als Laplace-Operator).

Elektrische Potenziale erfiillen diese Differenzialgleichung in den Bereichen des Raums,
in denen keine Ladung vorhanden ist,.

Als Anfangswerte gibt man z.B. die Werte von f auf einer Kugeloberfliche an.

FEine Lésung ist

c
f(x,y,z) = ——————mit einer Konstanten ¢
Va4 y? + 22
(in Kugelkoordinaten f(r) = ¢; dies entspricht dem elektrischen Potenzial, das

durch eine geladene Kugel erzeugt wird).

Beispiel 2 (Wellengleichung):

Eine schwingende Saite mit Auslenkung u(x,t) erfiillt die Differenzialgleichung

0* 0*

x,t) = x,t)

ok ‘o
mit einer Materialkonstanten ¢ > 0. Als Randbedingungen gibt es eine Anfangslage

up(x) = u(x,0) und Einspannpunkte, z.B. 0 = u(0,t) = u(n,t).

2.3. Ausblick
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3. Fourier- und Laplace-Transformation

3.1. Die Fourierreihe

Ziel:
Darstellung einer Funktion f : [0,27] — R als

flz) = c+ Z by, sin(mzx) + Z am, cos(mz).

Trick:
Es gilt fiir m,n € N :
27
cos(mz) sin(nz)dx = 0,

0

21
falls m # n,

cos(mzx) cos(nzx)
falls m = n,

0 {
2
{ falls m # n,

sin(ma) sin(nx)
falls m = n.

0

Multiplikation von

o
= Z am cos(mx) + by, sin(mz))

m=1

mit cos(nx), n > 0, und Integration von 0 bis 27 liefert:

2m
/f(x) - cos(nz) dx
0
2 o0
= / <c - cos(nx) + Z (am cos(ma) cos(na) + by, sin(ma) cos(nx))) dz
0 m=1
2 2 2
/c cos(nx) dz + Z /Cos(m:n) cos(nx) dx+bm/sin(m$) cos(nx) dx
0 0 0
= 0 +a, T +0
= ap-T

3.1. Die Fourierreihe
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2m
Ahnlich ergibt sich [ f(x) - sin(nz) ,=“ by, - 7.
0

2
Ferner ist [ f(z)cos(0z)dz = [ f(z)dz ,=* 27 - c.
0

Definition 3.1
Zu einer integrierbaren Funktion f : [0,27] — R heiflen

27

ap, = % f(x) - cos(nx)dz (n >0),
.

b, = jr/f(:r)sm(nx) dz (n>0).
0

die Fourierkoeffizienten. Ferner heifit

% ~ag + Z (an cos(nz) + by, sin(nz))

n=1

Fourierreihe zu f.

Beispiel 1:

1, fir0<z<m,
flx) = .
0, firnm <z <27

2m ™ 2
1 1
ag = /f(x)dx = — /1daz+/0d$ =
T Y
0 0 s

und fiir n > 0 wegen der Symmetrien des Cosinus

™

27
1 1
anp, = — [ f(z)-cos(nx)de = — [ 1-cos(nz) = 0
7r0/ 7T/

0

und )
b, = 71T/f($)81n(n93) dz = 7f_/l-sin(nm) dz

0 0
_ 12 cos(nx) ’ = _—l(cos(mr) — cos(0))

nm

0, falls n gerade,

T
a { 2 falls n ungerade.

3.1. Die Fourierreihe
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Also ist
1

2 2 2
3 + - -sin(z) + 3 -sin(3z) + B sin(bz) + - - -

die Fourierreihe zu f.

/]
/
/
/

| \NW\//
K TN
1 2 3 4 ~-5 6

Hoffnung: Die Fourierreihe stellt die urspriingliche Funktion
dar:
1

2 2 2
f(x) = =+ —=-sin(x)+ — -sin(3z) + — -sin(bz) +- - - .
2 7 3T o

Satz 3.2

Ist f : [0,27] — R bis auf endlich viele Punkte in [0, 27| differenzierbar mit stetiger
Ableitung, so stimmt die Fourierreihe zu f in jedem Stetigkeitspunkt von f mit f

tiberein.
Beispiel 2 (Fortsetzung von Beispiel 1): 1
1, fir0<z<m, . .
flx) = . ' '
0, firm <z <2m. T 2

In |0, 7[ und |, 27| konvergiert die Fourierreihe gegen f (vgl. auch das Bild oben).
In z = w hat f einen Sprung von 1 auf 0. Die Fourierreihe hat dort den Wert %
Dies gilt auch allgemein:

Bemerkungen:
1. Ist f ,brav¥, so konvergiert die Fourierreihe an Sprungstellen von f gegen den
entsprechenden Mittelwert.

2. Die Fourierreihe ist 2m-periodisch, d.h., sie stellt (bei ,bravem* f) die 27-periodisch
fortgesetzte Funktion f dar.

3.1. Die Fourierreihe
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Eine andere, in vielen Féllen handlichere Form der Fourierreihe erhélt man in der kom-
plexen Form:

Definition 3.3
Sei f:[0,27] — R integrierbar und fiir n € Z

21
1

cn = 27r/f(ar:)e_jm”dav.

0

3 ¢, €™ heifit (komplexe Form der) Fourierreihe zu f.
neZ

Beispiel 3 (vgl. Beispiel 1):

1, fir0<z<m,
flx) = ) : :
0, firm <z <27

U 27
Fiir n # 0 ist

2m by
cn = 1/f(a:) e T dy = 1 / 1-e ™ dy
" 27 27

0 0

— i . L —jnx — i . L . ( —jnm e—jn-O)
2r  —jn 0 2T —jn

— 2;7 - (cos(nm) — jsin(nm) — 1)

B { 0, falls n gerade,

_%, falls n ungerade,

21 s
und ¢ = %bff(w)e‘mmdx = %{1-1@: =L

Damit lautet die Fourierreihe

1 i
- _76‘]”.7:.
2 + Z nmw

n € Z, n ungerade

Eine Zusammenfassung der Summanden zu n und —n ergibt

—erjnx—i- _ .] e—jn:c
nm —nm

_ y j o
= (cos(nz) + jsin(nz)) + nw(cos(n:r) jsin(nz))
b 2 .
- —92. 1. - 2 .
i sin(nz) - sin(nx)

3.1. Die Fourierreihe
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Die Fourierreihe ist also nur eine andere Darstellung fiir die reelle Fourierreihe aus
Beispiel 1.

Bemerkungen:
1. Statt der Definition im Intervall [0, 27] kann man analog auch das Intervall [—7, 7]

zugrunde legen.

2. Man kann sich iiberlegen, dass (bei reellem f) fiir n > 0 gilt:

1 ) 1 ¥ .
cn = —(an—jbn), ¢ = =zap und c_p, = ¢,F = =(an+jbn).
2 2 2
In Polarkoordinaten ¢, = r, - €% gibt 7, Auskunft iiber die Amplitude und ¢,
iiber die Phasenverschiebung der n-ten Schwingung.

3. Bei periodischen Funktionen mit einer anderen Periode als 27 muss man entspre-
chend skalieren. Hat man beispielsweise eine T-periodische Funktion f, so setzt

man

2 [ ) costnZFa)dz (n>0),

% [ f(z)-sin(nFz)dz (n>0)

S— o —

und erhalt als Fourierreihe

1 - :
5 a0+ Z (an cos(nZEz) + b, sin(nZ ),

n=1

bzw. in der komplexen Form

Literatur: [KSt] 13; [Walz] 8.4; [Stingl] 9.3; [FF] 2.3; [Leu] 7.3; [Hart] 16.3; [Pap2] II.1

3.1. Die Fourierreihe
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3.2. Die Fourier-Transformation
3.2.1. Definition

Auch (nichtperiodische) Funktionen, die auf ganz R definiert sind, kann man in Schwin-
gungen zerlegen:

Definition 3.4
Sei f : R — R (oder — C) stiickweise stetig. Dann heifit

F—F(f) R>C, Flw) = /f(t)-e—iwtdt

die Fourier-Transformierte zu f (falls existent).

Satz 3.5
Ist f : R — C ,brav“ und F die Fourier-Transformierte zu f, so gilt
0o
F(t) = F YR = % P(w) - 6 du.
—o0

Bemerkungen:

1. Die Definition entspricht dem Grenzfall einer ,,unendlichen* Periode. Statt diskreter
Fourierkoeffizienten ¢,, erhélt man fiir jedes w einen Wert F'(w). Die Darstellung der
Funktion als Fourierreihe, d.h. als (diskrete) Summe, verwandelt sich dabei in das
(kontinuierliche) Fourierintegral aus Satz 3.5.

2. Gegeniiber der Fourierreihe auf [0, 27| verschiebt sich die sogenannte Normierung,
d.h. der Faktor %, weg von der Definition der Transformierten hin zur Formel bei
der Riicktransformation.

Manchmal wird der Faktor allerdings auch bei der Definition und nicht bei der
Riicktransformation gesetzt. Eine andere Variante ist die Definition und die Riick-

transformation jeweils mit dem Faktor —=—.

Ver

3. Manchmal nutzt man statt der Kreisfrequenz w die Frequenz v, wobei w = 2wy gilt.
Damit ergibt sich die Hin- und Riick-Transformation durch

vV / f(t)- e ¥t qy und t— / F(v) - o2t 4,

3.2. Die Fourier-Transformation
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Beispiel 1: 1

1, falls -1<t<1
Zu f(t) = { 0 S TESES Ly
0, sonst,

00 1
Flw) = / F#)- e Hotdr — / et gy
—00 —1

1 1

= 7'6
—jw
— L[e—jw _ e,lw]

_jw

—jwt

-1

= _L cos(—w) + jsin(—w) — (cos(w) + jsin(w))
jw

1 .
= —jw(_ 2jsin(w))
2 .
= —sinw.
w

Bemerkung:

Wegen ihrer Bedeutung in der Nachrichtentechnik hat die Funktion % einen ei-
genen Namen:

. ) sinz _ C
sincx = siz = (sinus cardinalis).
x
in
1] sincz
I s N
\/ 1 \/

Schreibweise:

Die Zuordnung zwischen einer Funktion f und ihrer Fourier-Transformierten F
beschreibt man auch durch f o—e F.

Literatur: [KSt] 15.1, 15.3; [FF] 2.4

3.2. Die Fourier-Transformation
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3.2.2. Eigenschaften der Fourier-Transformation

Wie transformieren sich Zusammenhénge zwischen Funktionen bei der Transformation?
Satz 3.6
Seien f o—e I, f; o—e I und g o—e G Fourier-Korrespondenzen.
1. g(t) = cfi (t) -+ Cgfg(t) = G(w) = (w) + CQFQ((A))
(Superpositions-/Uberlagerungssatz)

2. g(t) = f(t—to) = Gw) = e . P(w)
(Verschiebungssatz)

3.9(t) = f(}) = Gw) = |d-Flc-w)
g(t) = flc-1) = GW) = g F(G-w
(Ahnlichkeitssatz)

4.g(t) = f'(¥) = Gw) = jw- Fw)
allg.: g(t) = f™(t) = Gw) = (W F)

5.9(t) = t-f(t) = GWw) = j F(w)
allg.: g(t) = t"- f(t) = Gw) = " FM(w)

6.90) = | AW R-Ddr S Gw) = AW AW

Bemerkung:
Die Funktion

o) = fi+fo :‘/ﬁwrﬁu—ﬂw

heiit Faltung zu f; und fo. (Zu Details s. Anhang, Abschnitt B.3.)

Herleitungen:
oo

i Gw) = / (1 fi(t) +e2- fot)) - e dt

= ¢ - / fi(t) - et dt 4 ¢y - / fo(t) - et at

= ¢ Fi(w) + 2 Fa(w).
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Zu 2. /ft—to L S/f - edwls o) g g

= e W, / fs)- e Iws ds
= e wh. F(w).
Zu 5. Bei ,,braven“ Funktionen darf man unter dem Integral differenzieren:

(?u/H(t,w)dt = /iH(tjw)dt

Dann gilt:

s F/ — 3 —jwt
j-F(w) = j- % / f(t) dt

- j./£)<f(t)-ew>dt

o0

= /f e Wt dt
= /f(t)-t-e—i‘”tdt.

Leider kann man nicht zu allen Funktionen dieO]gourier—Transformierte bilden. Eine hin-

reichende Bedingung fiir die Existenz ist, dass [ |f(¢)| d¢ endlich ist. Allerdings erfiillen
—0o0

viele Standardfunktionen diese Bedingung nicht, z.B. f = const oder die sogenannte
Heaviside-Funktion (auch Sprungfunktion genannt)

1, fallst 1]
H{t) = , fallst >0,
0, fallst <0.

Die Fourier-Transformierte existiert hier nicht im gewohnlichen Sinn. Es gibt aber eine
verallgemeinerte Interpretation, vgl. Abschnitt B.4 auf Seite 83.

Literatur: [KSt] 15.2, 15.4; [FF] 2.4
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3.3. Diskrete Fourier-Transformation

Kann man auch eine Fourier-Transformation durchfithren, wenn nur Informationen an
diskreten Punkten vorliegen, z.B. Bildpunkte eines digitalen Bildes? Statt der Integral-
definition der Koeflizienten kann man wie bei der numerischen Integration Zwischen-
summen betrachten:

Definition 3.7

Seien N Datenpunkte fi, £ =0,..., N — 1 gegeben.
Mit zp = %, k=0,...,N —1 heiflen

5 M-l

an = - fr-cos(n-zk) (n>0)
k=0
g N-1

b, = N fr-sin(n-zg) (n>0)
k=0

Koeffizienten zur diskreten Fourier-Transformation zu den fy.

Bemerkungen:

1. Fasst man die Datenpunkte als Funktionswerte auf, fi = f(zx), so stellen die Aus-
driicke genau die Riemannschen Zwischensummen der Integrale aus Definition 3.1
dar.

27kn

2. Statt n -z mit x; = % kénnte man auch direkt < schreiben.
Beispiel 1:
Gegeben seien die N = 4 Datenpunkte 1# X
x
27
fo=2, fi=1, fa=2, fs=-1 <~> % (7%T> % (%)
Dann ist X
27 -0 0 2r-1 w 27 -2 27 -3 3
0 1 ; 1 1 50 T2 1 T, T3 1 5T
also
ap = 2-(fo-cos(0-zp) + f1-cos(0-z1) + fo-cos(0-x2) + f3-cos(0-z3))
=3-(21 + 1-1 + 2-1 +(-1)-1 )
= 2,
ar = 7 (fo-cos(l-z) + fi-cos(l-x1) + fa-cos(l-aa) + f3-cos(l-z3))

- (12 cos(0) + 1-cos() + 2-cos(m) + (=1) - cos(37))
(241 + 1-0 + 2-(-1) +(=1)-0 )

O I Nl RN
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ay = % : (fo -cos(2-xg) + f1-cos(2-x1) + fo-cos(2-x2) + f3-cos(2- :Ug))
= 2-(2-cos(0) + 1-cos(m) + 2-cos(2m)  + (—1)-cos(3m))
= 3-(2-1 + 1-(=1) + 2-1 +(=1)-(=1) )
= 2
und z.B.

b = % . (fo -sin(l - xg) + f1-sin(1-x1) + fo-sin(l-z9) + f3-sin(1 - $3))
= % - (2-sin(0) + 1-sin(5) + 2-sin(7) +(=1)- sin(%ﬂ))
= 1-(2-0 +1-1 + 20 +(-1)-(-1) )
= 1.

Bemerkung:

Da man nur N Werte vorgibt, sind auch nur N Koeffizienten relevant. Zum Beispiel
gilt
(n+N) -z = (n+N)-% = n-%—i—%r-k = n-xp+ 27k
und daher
cos ((n+ N)-xx) = cos(n-ap +2rk) = cos(n - x),
also an1+ N = an, entsprechend b,y = by,.

Man kann entsprechend nachrechnen, dass gilt: ay_,, = a, und by_,, = —b,,.

Mit den Koeflizienten zur diskreten Fourier-Transformation kann man die urspriinglichen
Werte zuriickgewinnen:

Satz 3.8
Seien xp = %, k=20,...,N —1 und ap,b, die Koeffizienten der diskreten
Fourier-Transformation zu Datenpunkten fi, k=0,...,N — 1. Dann gilt
fiir gerades N :
N
2
fe = %ao + (an -cos(n - x) + by, - sin(n - xk)) + % -ay - cos (%xk),

1

3
Il

fiir ungerades N :
N—-1

5
fr = %ao + Z (an -cos(n - xg) + by, - sin(n - xk))

n=1

Bemerkung:

An den Formeln erkennt man, welche N Fourierkoeffizienten fiir die Riicktransfor-
mation relevant sind: ag, ax und b, mit k von 1 bis < % und, falls N gerade ist,

an .
2

3.3. Diskrete Fourier-Transformation
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Beispiel 2 (Fortsetzung von Beispiel 1):
Wegen N =4 ist

fi = %ag+ a1 -cos(l-xg) + by -sin(l-zp) + 3as - cos(2 - )
1+ 0-cos(zp) + 1-sin(zy) + 1-cos(2- xp),

im speziellen

fo =1 +0-cos(0) + 1-sin(0) + 1-cos(2-0)

-1 10-1 +1-0 +1-1 — 2
fi =1 +0-cos(5) + 1-sin(3) + 1-cos(2-3),

=1 400 +1-1 +1-(-1) -1,
fo =1 +0-cos(m) + 1-sin(7) + 1-cos(2-7),

=1 +0-(-1) +1-0 +1-1 — 9,
fs =1 +0-cos(3nm) + 1-sin(37) 4+ 1-cos(2-3m),

=1 +0-0 1 (1) +1-(=1) - 1

Bemerkung:

Ersetzt man in den Ausdriicken in Satz 3.8 x; durch z, so erhélt man Funktionen,
die die Datenpunkte interpolieren.

Beispiel 3 (Fortsetzung von Beispiel 1 und 2):
Hier ist /
) TN *

f(x) =1+0-cos(x)+1-sin(x)+ 1-cos(2x
= 1+ sin(x) + cos(2z).

Wie bei der Fourierreihe gibt es auch eine komplexe Form der diskreten Fourier-Trans-
formation.

Definition 3.9
Zu gegebenen fi, bildet man die komplezen Fourierkoeffizienten

1 1 ZTTRM
= =Y S e (n>0),

(Statt des Faktors —— bei Hin- und Riicktransformation kann man auch einen Faktor

VN
1

~ hur bei der Hintransformation oder nur bei der inversen Transformation nutzen.)
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Bemerkung:

Offensichtlich sind bei der Riicktransformation nur die Koeffizienten ¢, fir n =
0,..., N —1 relevant. Tatsdchlich kann man nachrechnen, dass ¢,y = ¢, gilt.

Sind alle fi reell, so gilt ferner cy_, = ¢,*.

Bemerkung: j
Man kann die Transformationen auch als w?
Matrix-Vektor-Produkt schreiben: w
1
Mit w = &' ¥ (w erfiillt also w™ = 1) ist
wN—1 = 1
efj'% = (eJQWﬁ)_kn — wikn,
und man kann die Transformation schreiben als
co w00 w—10 o w—(N—=1)-0 fo
o 1 w01 w11 o w—(N-1)-1 f
| T UN ; : o
N1 w0 (N1, —1-(N-1) w—(N-1)-(N-1) Fyo
= C
und entsprechend
fo w90 wl 0 o wN=1)-0 co
fi 1 w1 wl! o w11 e
: VN : : : : :
N1 wO V=1 (N1 L (N=1)(N-T) CN—1
= D
Beispiel 4: j
FﬁrN:8istw:ei'2?ﬂ:ej%. 22 A=W
Mit 21 = w, 22 = w3, 23 = w® und 2z, = w’ -1 1
(s. Bild) ergibt sich konkret als
Riicktransformationsmatrix
z3 Z4
1 1 1 1 1 1 1 1 —j
1z jJ 2 -1 z3 =) 2z
r 5 -1 = 1 j -1 -
D — L1 oz = o -1 oz j oz
Vsl rt -1 1 -1 1 -1 1 -1
1 2z j ze —1 =z —j 2
r =5 -1 j 1 =5 =1
1 z4 —j z3 -1 z9 J Z1
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Bemerkungen:

1. Man kann nachrechnen, dass D-C' die Einheitmatrix ist, was gerade ausdriickt,

dass man durch Hin- und Riicktransformation wieder bei den urspriinglichen
Datenpunkten landet (s. Abschnitt B.2.1).

. Statt der offenbar N2 Rechenschritte bei der Berechnung (jeweils N Summan-
den fiir die N Koeffizienten bzw. Datenpunkte) kann man durch Ausnutzung
der speziellen Gestalt von C' und D und geschickte Rechnung den Aufwand auf
N -log N driicken (Fast-Fourier-Transformation, FFT, s. Abschnitt B.2.2).

. Man kann die Transformation als Basiswechsel auffassen: Ein N-dimensionaler
Datenpunkt f = (fo,---s fn— ) wird im Fourierraum durch &= (co,...,cn—1)
dargestellt. Dabei erhélt man f D - ¢, was man als Linearkombination der
Spalten von D auffassen kann. Man kann also ¢ als Komponenten des Daten-
punktes bzgl. einer Basis ansehen, die aus den Spalten von D besteht:

fO wO-O ,wl-()

0-1 11
fl (&) w (&1 w

wl-(}vq)

ot

%

w
w10
4oL Wty
VN :
2(N 1) wN=1)-(N-1)

2 (wN—l)O
C (w2)1 CN—-1 (wN_l)l
+—= TR
\/N (w2):N71 \/N (wal)Nfl

Die n-te Spalte von D besitzt als Eintrdge also Potenzen von w™. Fiir mitt-
lere Werte von n sind diese Eintrige am sprunghaftesten; sie représentieren
die hochsten Frequenzen. Dies kann man ausnutzen, um verrauschte Daten zu
filtern: Man berechnet cg,...,cy—1 und setzt bei der Riicktransformation die
mittleren ¢, gleich Null.

Beispiel 5:
Das linke Bild zeigt den Verlauf einer Datenreihe mit 100 Punkten. Dazu
wurden die Fourierkoeffizienten c,, n = 0,...,99 berechnet. Das rechte
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Bild zeigt den Verlauf der Werte der Riicktransformierten von ¢, mit

Cp, firn=20,...,10 und n =90,...,99
C =
" 0, firn=11,...89.

Literatur: [Hart] 16.3
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3.4. Die Laplace-Transformation
3.4.1. Definition

Die Laplace-Transformation ist in gewisser Weise eine Verallgemeinerung der Fourier-
Transformation. Man beschriankt sich allerdings auf Funktionen, die fiir ¢ < 0 den Wert
0 haben (Interpretation: Beginn erst zu einem endlichen Zeitpunkt). Aus der Fourier-
Transformation wird dann

F(w) = /f(t)~e_j“’tdt = /f(t)~ e Wt dt.
—0o0 0

Schwierigkeiten mit der Konvergenz, z.B. bei der Heaviside-Funktion H(¢) kann man
entgegentreten mit einem Dampfungsfaktor e~ 7% Statt f(t) wird f(¢)- e " betrachtet.
Man erhélt als Fourier-Transformierte

o o
/ ft)- et e dt = / f(t) - e~ (oHiwt qg,
0 0

Fiihrt man den komplexen Parameter s = o + jw ein, so erhélt man die Laplace-
Transformation:

Definition 3.10
Sei f : R — R (oder — C) stiickweise stetig. Dann heifit

F(s) = £(f)(s) = / £(t) - et
0

die Laplace-Transformierte zu f (falls existent).

Bemerkungen:

1. Die Zuordnung zwischen einer Funktion f und ihrer Laplace-Transformierten F
beschreibt man (genau wie bei der Fourier-Transformation) auch durch f o—e F
(dann muss aus dem Zusammenhang klar sein, ob es sich um die Fourier- oder
Laplace-Transformation handelt).

2. Oft existiert die Laplace-Transformierte nicht fiir alle s sondern nur ab einer be-
stimmten Dampfung og, d.h. fiir Re s > 0.

3. Fiir s = jw ergibt sich (falls existent) aus der Laplace-Transformierten die Fourier-
Transformierte. Man schreibt daher auch manchmal F'(jw) anstatt F(w) fiir die
Fourier-Transformierte.

3.4. Die Laplace-Transformation
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Beispiel 1:

Zur Heaviside-Funktion

1, fallst
H(t):{ , fallst >0,

0, fallst <0.
ist
o0
F(s) = /1- e St dt
0
1 A
= lim —e %
A—oo —S8 0
1
= — ( lim e 54 — 1)
—S \A—oo
1

1
= —(0—-1) = —, falls Re s >0 ist.
—s s

Im folgenden sind einige Korrespondenzen f o—e F' = L(f) aufgefiihrt:

f(t) F(s)

itn eat #
n! (s —a)ntl

speziell: 1

C’Jw‘»—l W | =

1
s—a

at

a

Sin(at) m

S

COS(at) m

Analog zur Fourier-Transformation gibt es Transformationen der Zusammenhénge bei
Laplace-Korrespondenzen:

3.4. Die Laplace-Transformation
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Satz 3.11
Seien f o—e F, f; o—e F; und g o—e G Laplace-Korrespondenzen.
1. g(t) = c1fi(t) + cafa(t) = G(s) = c1Fi(s) + caFs(s)
(Superpositions-/Uberlagerungssatz)
t—1t irt >t
2. g(t) = {ﬂ o JIrtZto, 0y S Gs) = esto . F(s)
0, sonst,
(Verschiebungssatz)
3.g(t) = e 9. f(t) = G(s) = F(s+a)
(Diampfungssatz)
Lgt) = f(Y), (c>0) S G(s) = ¢ Fles)
g(t) = flc-t), (c>0) = G(s) = ¢-F(3-s)
(Ahnlichkeitssatz)
5.9(t) = f(t) = G(s) = s-F(s)— f(0)
gt) = f"(t) = G(s) = s F(s) —sf(0) - f(0)
(dabei ist f(0) als rechtsseitiger Grenzwert von f zu verstehen)
allg.: g(t) = fM(1) = G(s) = " F(s)—s""1f(0)
Y Al (1)
¢
6. g(t) = [f(r)dr = G(s) = 1F(s)
0
t
7.9(t) = [fi(r) fo(t —7T)dr = G(s) = Fi(s)- Fy(s)
0
Bemerkung:
Da hier nur Funktionen f; mit f;(¢) = 0 fiir ¢ < 0 betrachtet werden, ergibt sich als
Faltung

t

fix fa(t) = /fl(T)-fg(t—T)dT = /fl(T)'fQ(t—T)dT.

0

Herleitung (von 5.):
Ist f fiir grofle t hinreichend klein, so gilt

/f'(t) R e I ZO - /f(t) (=s)edt
0 0

— 00— f(0) +ﬂ-/f@yeﬂ%ﬁ
0

—  5-F(s)— f(0).

3.4. Die Laplace-Transformation
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H&ufig sucht man Riicktransformationen von gebrochen rationalen Funktionen F(s).
Durch Partialbruchzerlegung erhélt man Anteile ﬁ, die auf die Riicktransformation
e fiihren, und bei nullstellenfreien quadratischen Nenneranteilen solche, die auf die
Riicktransformation sin(at) oder cos(at) fiithren.

Beispiel 2:
s
1. Sei F = ——.
el F(s) R
Da s? — s — 2 die Nullstellen 2 und —1 besitzt, ergibt der Partialbruch-Ansatz
s A B A(s—-2)+B(s+1)
s2—5—-2  s+1 s-2 (s —2)(s+1)

Einsetzen von 2 und —1 in den Zahlern fithrt zu

2=A4-0+B-3 = B=2 und —-1=A-(-3)+B-0 = A=1,

W=

win
=
—
[\
—

lso F(s) = - L. 2.1
also F(s) = =9 +55 =352 3 502

Die Riicktransformierte ist dann f(¢)
s+1

s2+4s+13°

Der Nenner ist nullstellenfrei: s? + 4s + 13 = (s +2)2 + 9.

2. Sei F(s) =

Vergleich mit den Grundfunktionen legt einen Bestandteil cos(3t) o—e -5 nahe;

+9
mit dem Dampfungssatz (Satz 3.11,3.) erhélt man

—2t 5+2
: 3t —_.
e cos(3t) o—e G229
Nun kann man F' zerlegen:
1 2-1 2 1
F(s) = s+ _ S + _ s+

24+45+13  (s+2)249 (s+2)2+9 (s+2)2+9°
Damit sieht man, dass bei der Riicktransformation auch der Sinus ins Spiel kommt.
Es ist
e . sin(3t) o—e #,
(s+2)24+9
so dass die Darstellung
542 1 3
(s+2)2+4+9 3 (s+2)2+9
auf folgende Riicktransformation fiihrt:

ft) = e . cos(3t) — %e_% - sin(3t).

F(s) =

Literatur: [KSt] 16.1, 16.2, 16.3, 16.5; [Walz] 9.5; [FF] 5.3.5; [Leu] 9.1, 9.2; [Pap3] V1.1, V1.2, VI4

3.4. Die Laplace-Transformation



3. Fourier- und Laplace-Transformation 40

3.4.2. Anwendungen

Das allgemeine Prinzip bei der Anwendung der Laplace-Transformation kann man sche-
matisch wie folgt beschreiben:

|Problem im Originalbereich| |Lésung im Originalbereich|

Laplace-Transformation
(Faltung — Multiplikation,
Ableitung — Mult. mit s)

| Problem im Bildbereich|

Riicktransformation
(mit Korrespondenztabelle)

| Losung im Bildbereich |

Beispiel 1:
Bestimmung der Losung der Schwingungsgleichung
y' +4y + 13y = 0.

Eine Laplace-Transformation mit y(t) o—e Y'(s) bringt wegen ¢/ () o—e sY (s) —y(0)
und 3" (t) o—e s?Y(s) — s - y(0) — y/(0):

(s*Y(s) —s-y(0) —/(0)) +4- (sY(s) —y(0)) +13-Y(s) = 0
= (s°+4s+13)-Y(s) = s-y(0)+4y(0) + ¢/ (0)

_sy(0)+4y(0) +4/(0)  as+b
= Y(s) = 2+ 4s 1 13 = 512219 (%)

mit festen (durch die Randbedingungen gebenen) a,b € R.

Wegen
2
e_2t COS(?)t) o—e (8—52—324_9 und e_Qt Sln(3t> o—e

3
(s+2)249

ergibt sich y(¢) dhnlich wie beim letzten Beispiel des letzten Abschnitts durch Riick-
transformation von (*) als Linearkombination von e~2 cos(3t) und e~2!sin(3t).

Bemerkung:

Offensichtlich entspricht das Nennerpolynom N(s) der Losung im Laplacebereich
dem charakteristischen Polynom der Differenzialgleichung, wiahrend der Z#hler nur
von den Anfangsbedingungen abhingt (vgl. (%) in Beispiel 1).

Eine reelle Nullstelle sy von N (s) fiihrt bei der Partialbruchzerlegung der Lésung zu
einem Summand f‘s 5 und damit nach der Riicktransformation zu einem Losungs-

bestandteil A et vgl. Satz 2.5.
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Bei einem im Reellen nullstellenfreien charakteristischen Polynom lieferte Satz 2.5
mit Hilfe der komplexen Nullstellen Losungsbestandteile. Diese erhélt man auch
mittels der Laplace-Theorie aus N (s):

Beispiel 2 (Fortsetzung von Beispiel 1):
Die Nullstellen von N(s) = s% +4s + 13 = (s +2)? + 9 sind

4
S19 = —§im = —24v/-9 = —2+3j

)

Satz 2.5 liefert damit Losungsbestandteile e2! cos(3t) und e~? sin(3t). Dies
sind auch genau die Bestandteile, die man bei der Laplace-Riicktransformation
von ‘}VS(t,I)’ erhélt (vgl. oben).

Merke:
Die Lage der Polstellen der Laplacetransformierten (=Nullstellen des charakteristi-

schen Polynoms) charakterisiert das Losungsverhalten:

I
ungeddmpfte Schwingung s konstant

exponentiell abklingend e ® exponentiell verstarkt

Re s

exponentiell geddmpfte Schwingung T exponentiell verstarkte Schwingung

Beispiel 3:
Die Spannung u.(t) am Kondensator beim Anlegen einer Spannung U, an einen
Schwingkreis kann durch die Differenzialgleichung

LC -ul(t) + RC - u(t) + uc(t) = Uy- H(t)

1, fallst >0

0, sonst

mit der Heavisidefunktion H(t) = { beschrieben werden.

Da bei der Laplace-Transformation nur ¢ > 0 betrachtet wird und fiir t < 0 der
Wert 0 angenommen wird, entspricht das

LC -ul(t) + RC - ul(t) + u.(t) = Uy (t>0).

Eine Laplace-Transformation mit u. o—e U, bringt

LC - (5*Uec(s) — suc(0) — ul(0)) + RC - (sUc(s) — uc(0)) + Ue(s) = Up - é

1
= (LCs*4+ RCs+1)-Ud(s) = Up- ~+ LCs - uc(0) + LCu.(0) + RCu.(0)

3.4. Die Laplace-Transformation
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quadr. Polynom in s

= <52+Rs+1> Ue(s) =

L LC s
= Uds) = quadr.2 Polgnom 1in s'
s (s2+ s+ 7o)
Der Nenner hat Nullstellen in
R R\? 1
o= 0 und 5o oL <2L> LC

Damit bekommt man einen konstanten Losungsanteil zu so = 0 und
o falls (£)° = & > 0 ist:
Wegen s1 2 reell und < 0: exponentiell geddmpfte Losungsanteile.
o falls (£)? — L <0 ist:

Wegen s1 9 imagindr und Re s12 = —% < 0: exponentiell geddmpft schwin-
gende Losungsanteile.

(Vgl. das Beispiel auf Seite 16.)

Literatur: [KSt] 16.6, 16.7; [Walz] 9.5; [FF] 5.3.5; [Leu] 9.3; [Pap3] VL5
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4. Wahrscheinlichkeit und Statistik

4.1. Binomialkoeffizient und Kombinatorik
4.1.1. Binomialkoeffizient

Erinnerung: n! =1-2.-..-. n (n-Fakultét), insbesondere 0! = 1 = 11.

Definition 4.1
Fiir n, k € Ng, n > k heif3t

n\ ﬁn—j—i—l _on-n—1)-...-(n—k+1) n!
k _jzl j N 1-2-...-k T kl(n—k)!
Binomialkoeffizient, gelesen ,n iiber k.
Beispiel 1:
7 7-6-5
(3) =123 0 ®
Satz 4.2

1. Fiir alle n,k € No, n > k gilt "= o).
k n—=~k

n n—1 n—1
: i ) = .
2. Fiir alle n,kf S N, n>k ngt <l{:) = (k 1) =+ ( i >

Die Binomialkoeffizienten kann man sich gut in Form des sog. Pascalschen Dreiecks
herleiten. Das Dreieck hat am Rand lauter Einsen. Innen ergeben sich die Zahlen durch
die Summe der beiden dariiber liegenden Werte. Dies entspricht dem Bildungsgesetz 2.
aus Satz 4.2.

4.1. Binomialkoeffizient und Kombinatorik
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Satz 4.3 (Binomialsatz)

Fiir allen €N, a,b €R gilt (a+b)" = <n> a kL bk

Beispiel 2:

2 2 2
(a+b)? = <0> a0 .0 4 <1> a1t pt 4 <2) a’7? . b

= a’ + 2ab  + b2

(a+0)® = a®+ 3a%b + 3ab® + b°.

(1+2)" = <701>-1+<T>-1-x+ (Z)a? T

-1
= I + n-x +n(n2 ):E2+~'.

Bemerkungen:

1. Der Satz begriindet die Bezeichnung ,,Binomialkoeffizient* fiir (Z), denn dies sind
die Koeffizienten bei der ausmultiplizierten Form der Binomialausdriicke (a + b)™.

2. Dass diese Koeffizienten genau denen entsprechen, die durch das Pascalsche Dreieck
gebildet werden, kann man verstehen, wenn man sich iiberlegt, wie die Koeffizienten
von (a + b)"" = (a +b) - (a + b)™ aus denen von (a + b)" entstehen.

Beispiel 3:
Beim Ausmultiplizieren von (a4 b)° treten Terme a, a®b, a*b?, .. ., b5 auf, also
(a4+b)° = coa® + c1a®b + ca*b? + c3a3b% + c4a®b* + c5ab® + c6b°.

Bei (a+b)7 gibt es einen Term a*b3. Beim Ausmultiplizieren von (a+-b)-(a+b)°
erhiilt man einerseits a - ¢3a3b® und andererseits b - coa*b?, d.h. der Koeffizient

von a*b? ist gleich ¢y + c3.

Die Koeffizienten von (a + b)"! ergeben sich also aus der Summe der zwei
entsprechenden Koeffizienten von (a + b)™ wie beim Pascalschen Dreieck.

Literatur: [Walz] 11.1.2; [Sting]] 3.2; [Brill] 2.3; [SS] 1.4.1, 1.4.2
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4.1.2. Kombinatorik

Eine Urne enthélt n verschiedene Kugeln. Als Anzahl der verschiedenen Moglichkeiten
bei k-maligem Ziehen ergibt sich

mit Zuriicklegen

ohne Zuriicklegen

mit Beachtung i o
der Reihenfolge " nen=1)-..-(n—k+1)= (n—Fk)!

) (&)

ohne Beachtung
der Reihenfolge

Beispiel 1:

Lotto (ohne Zusatzzahl) ist Ziehen ohne Zuriicklegen und ohne Beachtung der Rei-
henfolge. So ergibt sich als Anzahl der moglichen Ziehungsergebnisse bei 6 aus 49:

<469> = 13983816.

Bemerkungen:

1. Dass man beim Ziehen mit Zuriicklegen mit Beachtung der Reihenfolge n* Moglich-

keiten hat, ist klar, da es fiir jede Ziehung n Moglichkeiten gibt.

. Die Anzahl beim Ziehen ohne Zuriicklegen mit Beachtung der Reihenfolge ist auch

klar, da man fiir die erste Stelle man n Moglichkeiten hat, fiir die zweite (nachdem

die erste Stelle festliegt) noch n— 1 Moglichkeiten u.s.w.. Mit k Faktoren ergibt sich

dann

n-n=1)-...-n—k+1)-(n—k)-...-1
n—k)-...-1

n-n—1)-...-(n—k+1) =

n!
(n—k)!’

. Das Auftreten der Binomialkoeffizienten als Anzahl der Ziehungsergebnisse ohne
Zuriicklegen und ohne Beachtung der Reihenfolge kann man sich wie folgt verdeut-
lichen:

Sei ¢y, , die Anzahl der Méglichkeiten £ Elemente aus n Elementen ohne Zuriicklegen
und ohne Beachtung der Reihenfolge zu ziehen.

Fiigt man nun ein neues (n + 1)-tes Element hinzu und zieht k& Elemente, so kann
man entweder das neue Element und £ — 1 Elemente aus den urspriinglichen n
Elementen ziehen (entspricht c,_1 , vielen Moglichkeiten) oder nicht das neue son-
dern nur k£ Elemente aus den urspriinglichen n Elementen wéhlen (entspricht ¢,
vielen Moglichkeiten). Also ist ¢y pi1 = Ck—1,n + Ckn, Was dem Bildungsgesetz im
Pascalschen Dreieck entspricht.

4.1. Binomialkoeffizient und Kombinatorik
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Bemerkung:
Eine bestimmte Anordnung von Elementen einer Menge nennt man Permutation.
Dies entspricht dem Ziehen von n aus n Elementen ohne Zuriicklegen mit Beachtung
der Reihenfolge. Es gibt also (nﬁi'n)' = 8—!! = n! verschiedene Permutationen einer n-

elementigen Menge, was man auch direkt durch eine Uberlegung wie oben sieht: Fiir
die erste Stelle hat man n Moglichkeiten; fiir die zweite (nachdem die erste Stelle
festliegt) noch n — 1 Moglichkeiten u.s.w. bis man fiir die letzte Stelle nur noch eine
Mboglichkeit hat. Dies ergibt n - (n — 1) -...- 1 = n! Moglichkeiten.

Komplexere Probleme kann man versuchen zu behandeln, indem man sich iiberlegt, wie
man alle Mdoglichkeiten realisieren kann.

Beispiel 2:

1. Wie viel verschiedene Moglichkeiten gibt es, die neun Buchstaben AAAABBBCC
anzuordnen?

Zunéchst kann man unter den neun Plétzen 4 Plitze fiir die 4 A reservieren ((Z)
Moglichkeiten). Unter den verbleibenden 5 Plidtzen reserviert man 3 fiir die drei B
((g) Mboglichkeiten). Auf die restlichen Plétze kommen die C. Insgesamt erhélt man

9 5 L 9! 51 L 9!
4 3 ~41.51 31.2! ©41.31.21

Moglichkeiten.

Man kann allerdings auch in anderer Reihenfolge vorgehen: Zunéchst kann man zwei
Platze fiir die C reservieren ((g) Méglichkeiten), dann 3 fir die B ((g) Méglichkeiten)
und auf den restlichen Stellen die A setzen. Die Anzahl der Mo6glichkeiten berechnet
sich nun durch

9 7 L 9! 7! L — 9!
2 3 o207 314! Co41.31.21

Bemerkung:

Allgemein erhélt man bei einer Menge, die n; Objekte erster Art, no Objekte
zweiter Art, u.s.w. bis zur k-ten Art enthélt, also insgesamt n =nq + ...+ ny
Elemente, als Anzahl moglicher Anordnungen

n!

nil-...oongl
Diesen Ausdruck nennt man auch Multinomialkoeffizient .

2. Wieviel 5-buchstabige Worte des iiblichen Alphabets (mit 26 Buchstaben) gibt es,
die genau zwei ,, s besitzen?

4.1. Binomialkoeffizient und Kombinatorik
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Zunéchst kann man die Plétze fiir die zwei ,E“s festlegen. Dazu gibt es

5 5.4
= 2> =
(2) 1-2 0

Moglichkeiten. An den anderen drei Stellen kann dann ein beliebiger der 25 anderen
Buchstaben stehen, was jeweils 25% Moglichkeiten macht.

Insgesamt gibt es also 10 - 252 Moglichkeiten.

3. Wieviel Moglichkeiten gibt es, bei einem Skatspiel aus den iiblichen 32 Karten 10
Karten auszuwéhlen, so dass darunter genau 3 Herz-Karten sind?

Man kann dies realisieren, indem man 3 aus den 8 Herz-Karten auswihlt ((g)
Moglichkeiten) und dann die iibrigen 7 Karten aus den 24 nicht-Herz-Karten ((274 )
Mboglichkeiten), also insgesamt (g) : (274 ) Moglichkeiten.

Literatur: [Walz] 11.1.2; [Stingl] 3.2; [Leu] 12.1; [Brill] 2.3; [SS] 1.4.3
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4.2. Wahrscheinlichkeit
4.2.1. Diskrete Ereignisse

Beispiel 1:
1. Bei einem Miinzwurf gibt es die Ergebnisse ,, Kopf“ oder ,,Zahl“. Bei einer ,fairen*
Miinze kommt jedes Ergebnis mit der Wahrscheinlichkeit % vor.

2. Bei einem ,fairen“ Wiirfel kommt jede Augenzahl (1,2,...,6) gleich wahrscheinlich
vor. Die Wahrscheinlichkeit ist jeweils %.

3. Bei einem ungleichméfligen Wiirfel konnte es die folgenden Auftrittswahrscheinlich-
keiten geben:

Augenzahl 1 2 3 4 5 6
Wahrscheinlichkeit | 0.16 | 0.2 | 0.15 | 0.14 | 0.18 | 0.17

Im Histogramm: W% 0.16 0.2 0.15 0.14 0.18 0.17

Definition 4.4
Bei einem Zufallsexperiment mit endlich vielen Ergebnissen wi,ws,...,wy kann
man jedem Ergebnis wy eine Wahrscheinlichkeit p(wy) = pg zuordnen.

N
Es gilt dann Y pr = 1.
k=1

Spezielle Zufallsexperimente:
1. Ein Laplace-Experiment ist ein Zufallsexperiment, bei dem jedes Ergebnis gleich
wahrscheinlich ist. Fiir jedes k gilt dann p, = %

2. Ein Bernoulli-Experiment ist ein Zufallsexperiment mit nur zwei moglichen Ergeb-
nissen wi,ws. Ist p = p(wy), so ist p(we) =1 —p.

Bemerkungen:

1. Ubliche Bezeichnungen sind:

0 = Menge aller moglichen Ergebnisse,
P(A) = Wabhrscheinlichkeit, dass ein Ergebnis in einer Teilmenge A C Q liegt.

2. Die Wahrscheinlichkeit eines Ergebnisses charakterisiert, wie hiaufig dieses Ergebnis
bei vielen Durchfiihrungen des Zufallsexperiments auftritt.

Dies nutzt man bei Monte-Carlo-Simulationen aus, um Wahrscheinlichkeiten expe-

rimentell zu bestimmen: Man fithrt das Experiment N mal durch. Tritt dabei das

Ereignis wy 1y mal auf, so ist p(wy) ~ 5.

4.2. Wahrscheinlichkeit
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Beispiel 2:
1. Der Wurf mit einem fairen Wiirfel ist ein Laplace-Experiment. Betrachtet man nur
die Fille ,,Der Wurf ergibt eine 6“ und ,,Der Wurf ergibt keine 6“, so ist dies ein
1

Bernoulli-Experiment mit p = 5.

2. Bei einem Wurf mit zwei fairen Wiirfeln sind alle Ergebnisse

(1,1 (1,2) (1,3) (1,4) (1,5) (1,6)
(2,1) (2,2) (2,3) (2,4) (2,5) (2,6)
(3,1) (3,2) (3,3) (3,4) (3,5 (3,6)
(4,1) (4,2) (4,3) (4,4 (4,5) (4,6)
(5,1) (5,2) (5,3) (5,4) (5,5) (5,6)
(6,1) (6,2) (6,3) (6,4) (6,5) (6,6)

gleich wahrscheinlich, d.h. jedes Tupel (Augenzahl 1.Wiirfel, Augenzahl 2. Wiirfel)
hat die Wahrscheinlichkeit %.

Bei einem Wurf mit zwei Wiirfeln erhélt man 5 als Augensumme bei den Ergebnissen
(1,4), (2,3), (3,2) und (4,1). Die Wahrscheinlichkeit fiir ,,Augensumme = 5% ist

somit 4 - % = %. Ahnliche Uberlegungen fiir andere Summenwerte ergeben die
folgende Tabelle:
k [1] 2|3 |4]5][6|7][8]9]10]11]12
P(Augensumme = k) ‘O‘% Tls & %‘%‘é‘%‘% & 1—18‘3—16

Die Summe der Werte ist
0+i+i+i+1+i+}+£+l+i+i+i—1
36 18 12 9 36 6 36 9 12 18 36

P(k)

12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 k

Satz 4.5

1. Bei der Kombination zweier unabhdngiger Zufallsexperimente ergeben sich die
Wahrscheinlichkeiten der Ergebnistupel als Produkt der entsprechenden Finzel-
wahrscheinlichkeiten.

2. Die Wahrscheinlichkeit fiir eine diskrete Ergebnismenge ergibt sich als Summe der
Einzelwahrscheinlichkeiten:

Piir AC Qist P(A) = > plwy).
wrpE€A

Bemerkungen:
1. Aus Definition 4.4 folgt P(2) = 1.

4.2. Wahrscheinlichkeit
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2. Bei einem Laplace-Experiment gilt fiir A C Q:

P(A) = Anzahl der Elemente von A Anzahl , giinstiger Félle®
~ Anzahl der Elemente von Q Gesamtanzahl

Beispiel 3 (vgl. Beispiel 2):
Beim Wiirfeln mit 2 Wiirfeln sind alle Ergebnistupel gleich wahrscheinlich.
Es ist also ein Laplace-Experiment mit

Q=1{(1,1),...,(1,6),...,(6,1),...,(6,6)}.
Fiir
={ upel ] Summe der Augen = 5}
={(, 3),(3,2), (4, 1)}
ist P(A) = 5 = %
Beispiel 4:
Bei einer Gliithbirnen-Produktion sei die Wahrscheinlichkeit, dass eine Gliithbirne
defekt ist, pp = % Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, bei 10 Birnen genau eine

defekte zu haben?
Modellierung als 10-faches Bernoulli-Experiment mit

P(,Birne defekt“) = pp,
P(,Birne intakt“) = 1—pp.

Die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses ,,dritte Birne defekt, Rest intakt® ist

Birne 1 2 3 4 10
Wahrscheinlichkeit = (1 —pp)-(1—pp) -pp-1—pp)-...- (1 —pp)
=pp - (1—pp)°.
Genauso erhélt man fiir das Ereignis ,,sechste Birne defekt, Rest intakt* die Wahr-
scheinlichkeit pp - (1 — pp)?.
Das Ereignis ,,genau eine von 10 Birnen defekt* ergibt sich als Summe der Ereignisse
,k-te Birne defekt, Rest intakt“, also

P(,genau eine von 10 Birnen defekt*)
10
= Z P(,,k-te Birne defekt, Rest intakt*)
k=1

10
= > pp-(1-pp)’
k=1

9
= 10-pp-(1—pp)® = 10-() ~ 0.36.

4.2. Wahrscheinlichkeit
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Bemerkungen:

1. Beispiel 4 kann man verallgemeinern:

Betrachtet wird die n-fache Ausfiihrung eines Bernoulli-Experiments mit den Er-
gebnissen wp und wy, p = p(wp), p(w1) = 1 — p. Dann gilt:

pr = P(,genau k-mal wy“) = <Z> - pk

(1—pn*.
AN

Anzahl der Moglichkeiten k-mal wo Wahrscheinlichkeit einer bestimm-
auf n Plitze zu verteilen (£ Zie- ten Kombination mit k-mal wg und
hung k aus n) (n — k)-mal wq

Eine solche Wahrscheinlichkeitsverteilung heifit Binomial- Verteilung. Sinnvoll ist

hier nur k£ =0,1,...,n. Tatsdchlich ist nach dem Binomialsatz 4.3
n n n
k n—k
= 1—
Yoo = ( k>p (1-p)
k=0 k=0

(p+(1-p)" =1" = 1

2. Man kann dhnlich auch Zufallsexperimente mit abzéhlbar unendlich vielen Ergeb-
nissen betrachten.

Beispiel 5:
Wie oft muss man wiirfeln um zum ersten Mal eine 6 zu erhalten? Bzw. wie
grof} ist die Wahrscheinlichkeit pr nach & Wiirfen zum ersten Mal eine 6 zu
wiirfeln?

Die Wahrscheinlichkeit eine 6 zu wiirfeln ist p = %; die Wahrscheinlichkeit keine

6 zu wiirfeln ist dann 1 — p = %

= pr = P(,nach k Wiirfen zum ersten Mal eine 6%)
= P(,die ersten k — 1 Wiirfen keine 6%) - P(,,k-ter Wurf ist eine 6)
= (1-p)*"-p.

3. Eine solche Wahrscheinlichkeitsverteilung mit pr = (1—p)*~!-p mit einem p € [0, 1]
und k£ =1,2,3,... heiit geometrische Verteilung. Es gilt:

Yoo =Y (1-p)f " p = p-> (1-p)
k=1 k=1 =0
1
SU=aes

Literatur: [Walz] 11.1.1, 11.1.4, 11.2.1; [Leu] 12.2, 12.3, 12.4; [Brill] 15.2; [Pap3] 11.4.3, I1.6.1
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4.2.2. Wahrscheinlichkeitsdichte

Betrachtet man den zeitlichen Abstand zwischen Autos, die an einer bestimmten Stel-
le vorbei fahren, ist eine entsprechende Zuordnung (z.B. ,,Wahrscheinlichkeit, dass der
Abstand genau 3,415 Sekunden ist“) nicht sinnvoll. Man kann allerdings Intervallen ei-
ne Wahrscheinlichkeit zuordnen, z.B. dass der Abstand zwischen 1s und 2s ist oder
zwischen 2s und 3s u.s.w.. So erhilt man beispielsweise folgende Histogramme:

Sekunden-Raster

200

100

1004

50

0,5 s-Raster 0,2 s-Raster

Definition 4.6

Eine Funktion f : R — R=% mit [ f(z)dz = 1 beschreibt eine Wahrscheinlich-

keitsdichte auf Q = R.

Die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses A C R ergibt sich durch

PU) = [ 1)
A

x.

Bemerkungen:

1. f heifit auch Verteilungsdichtefunktion.

2. Bei einem Zufallsexperiment mit einer Wahrscheinlichkeitsdichte f ist die Wahr-
scheinlichkeit fiir ein einzelnes Ergebnis gleich 0:

P({zo}) = / fx)ds = o.

Daher ist es bei Intervallen irrelevant, ob die Grenzen eingeschlossen sind oder nicht:

P(le,d)) = P(lc.d])

P(]c,d[).

4.2. Wahrscheinlichkeit
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Spezielle Verteilungen:

1. Gleichverteilung auf [a, b]:

A firzela b—a I
f(:c)z{b‘“f “ Lt }L |

0 sonst.

Beispiel 1:
Ein Bus fiahrt alle 15 Minuten. Wenn man nicht weif3, wann
er genau fihrt, und irgendwann zur Haltestelle geht, ist

1
15

die Wartezeit gleichverteilt auf [0,15] (in Minuten). Die : e
Wahrscheinlichkeit, dass man weniger als 5 Minuten war-

5
ten muss, ist f%daz = 3.

0

2. Exponentialverteilung mit Parameter A:
29
(@) 0 fiir z < 0, \A =2
x) = \
Ae ™ fiir > 0. 14 >
A=1

Man kann leicht nachrechnen, dass [ f(z)dz =1 ist.
—o0

Die Exponentialverteilung spielt bei Warte- oder Ausfallprozessen eine Rolle.

Beispiel 2:
In einem Call-Center ist der zeitliche Abstand zwischen zwei Anrufen exponen-

tialverteilt. Bei einem frequentierten Call-Center ist A grof3, bei wenig nachge-
fragtem Call-Center ist A klein.

Beispiel 3:
Fin Zufallsexperiment sei exponentialverteilt mit A = %
Dann ergibt sich als Wahrscheinlichkeit, dass ein Ergebnis kleiner 1 ist:

N |

— _e 341 ~ 039

Die Wahrscheinlichkeit fiir ein Ergebnis zwischen 1 und 3 ist

P([1,3]) = j

4.2. Wahrscheinlichkeit
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3. Normalverteilung mit Parameter y und o2

1 _(@-w?
e 202

flz) =

2mo

w heit Mittelwert oder Erwartungswert, o heiit Standardabweichung und o? Vari-
anz.

Der Spezialfall = 0 und o2 = 1, also

heifit Standardnormalverteilung.

Die Dichte f ist symmetrisch um g und hat dort ihr Maximum; ein grofies o ent-
spricht einer flachen Form, ein kleines o einer spitzen Form.

A

3-2-101 2 3 1 2 3 45 1 2 3 456
n=0 0c=1 n=3, c=0.5 u=3, 0=2

1+ o sind genau die Wendestellen der Dichtefunktion.

Die Normalverteilung entsteht, wenn sich viele unabhéngige Zufallsprozesse iiber-
lagern.
Beispiel 4:
1. Durch viele verschiedene Storeinfliissen ergeben Messungen, z.B. die Messung
eines Widerstandswertes, zufillig Ergebnisse um den wahren Wert. Eine Mes-

sung wird oft interpretiert als ein normalverteiltes Zufallsexperiment mit p =
y2wahrer Wert*“ und o klein bei genauer und grofl bei ungenauer Messung.

2. Bei der Serienproduktion, z.B von 100 (2-Widersténden, unterscheiden sich die
Produkte auf Grund von Toleranzen. Die Werte konnen als normalverteilt mo-
delliert werden.

Bemerkung:

Durch entsprechende Umskalierung kann man Wahrscheinlichkeitswerte von
beliebigen Normalverteilungen auf solche von Standardnormalverteilungen zu-
riickfiihren.

Beispiel 5:

Betrachtet werden Wahrscheinlichkeitswerte zu drei Normalverteilungen:

e Py zur Standardnormalverteilung (¢ =0, o = 1),

2. Wahrscheinlichkeit
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e %2 zu einer ,gestreckten” Normalverteilung mit © = 0 und o = 2,

e P35 zu einer zusétzlich verschobenen Normalverteilung mit 4 = 3 und
o =2.

Dann gilt fiir entsprechende Wahrscheinlichkeitswerte beispielsweise

3-2-101 2 3 3-2-101 2 3
u=0,0=1 n=0,0=2 nw=3, c=2

Die Wahrscheinlichkeitswerte
P([c,d])

P01

\/7 c d

zur Standardnormalverteilung sind nicht ele-
mentar integrierbar. Die Werte von

t2
e 2 dt d

O(z) = Poy(]—oo.a]) = /

sind tabelliert (siche Anhang C).
Damit erhélt man

Pyi(le,d]) = @(d) — ®(c).

Satz 4.7
Bei einem mit (1, 0)-normalverteiltem Zufallsexperiment ist

P(ja,b)) = @(b_“)—cb(a_”),

g g

x 2
mit ®(z) = [ e 7 dt.

1
V2
oS

Beispiel 6:
(Vgl. Beispiel 5.) Fiir eine Normalverteilung mit 4 = 3 und o = 2 ist

P(12,5]) = @(?)-@(%} = (1) — B(-0,5).

4.2. Wahrscheinlichkeit
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Entsprechend der Tabelle in Anhang C ist ®(1) ~ 0,84134 und
D(—0,5) = 1—®(0,5) ~ 1—0,69146 = 0,30854,

also

%

P([2,5]) =~ 0,84134 —0,30854 = 0,5328.

Bemerkung:
Bei einer (p, 0?)-Normalverteilung ist die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses im
Bereich einer k-fachen Standardabweichung um den Mittelwert

P~ kot ko)) = o(LFEITH) g(HZRI M)

= <I>(k)a - (k) ’
= ok - (1-2(k)
= 2.9(k) -1,

also nur von k abhéingig. Im Bereich +10 ist die Wahrscheinlichkeit also z.B.
P(lp—o,p+o]) = 2-9(1)—1 ~ 2:0,84134—1 = 0.68268.

Fiir weitere Werte ergibt sich:

99.7 %
95.4%
[— 68.3 % —

R

p—30c p—20 p—o I nwt+o pu+20 pu+3o0
20 —
4o
60

Genau 95 % erhélt man bei p 4 1.960, genau 99 % bei u + 2.580.

Beispiel 7:
1% -Widersténde sind solche bei denen die Fertigungstoleranzen so sind, dass
maximal 5% der Widerstinde um mehr als 1% vom angegebenen Widerstands-

wert abweichen.

Bei 1% -100 Q-Widersténden ist also 1.960 = 1€).

Literatur: [Walz] 11.2.2; [Leu] 12.4; [Brill] 15.3, 15.4; [Pap3] 11.4.4, 11.6.4
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4.3. Zufallsvariablen

Definition 4.8
Beschreibt X € R das Ergebnis eines Zufallsexperiments, so nennt man X auch
Zufallsvariable. Ein konkretes Ergebnis nennt man Realisierung. Kann X nur end-
lich oder abzihlbar viele Werte annehmen, so heifit X diskrete Zufallsvariable,
ansonsten stetige Zufallsvariable.

Entsprechend der auftretenden Wahrscheinlichkeiten sagt man z.B. , X ist exponential-
verteilt mit Parameter A = 3“ oder ,,.X ist auf M gleichverteilt“.

Beispiel 1:
Bei einem Gewinnspiel wiirfelt der Teilnehmer und erhélt die Augenzahl in Euro.
Dies kann man als diskrete Zufallsvariable mit méglichen Werte 1, 2, 3, 4, 5 und 6
betrachten. Wieviel erhéilt der Spieler im Durchschnitt? Wie ist es bei einem Wiirfel
mit vier Zweien und zwei Sechsen?

Bei einem normalen Wiirfel ist der Durchschnitt offensichtlich 3, 5.

Bei einem mit vier Zweien und zwei Sechsen beschriebenen Wiirfel erhélt man bei
vielen Durchfithrungen in ca. zwei Drittel der Félle 2€ und in einem Drittel der
Fille 6€. Bei N Durchfithrungen ist also

1 2 1
ittlerer Gewi :—-(—N~2€ fN-6€>
mittlerer Gewinn 3 + 3
2 1 10
<€ 3+6€ 3 3€

Die Werte % und % entsprechen dabei genau den Wahrscheinlichkeiten der Ergeb-

nisse 2€und 6€.

Definition 4.9

Zu einer Zufallsvariablen X definiert man den FErwartungswert E(X) und die
Varianz V(X) durch

e falls X eine diskrete Zufallsvariable mit Werten z1, zo,... und Wahrschein-
lichkeiten p(x1), p(x2),. .. ist:

E(X) = Y wp-pla),  VX) =Y (or— B(X))? plan).

T

e falls X eine stetige Zufallsvariable mit Dichte f ist:

E(X) = /x.f(x)dx, V(X) = /(x—E(X))Q-f(a:)d:c.

/' V(X) heiit Standardabweichung von X.
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Beispiel 2:
1. Eine Zufallsvariable X nehme die Werte 1, 2 oder 4 an mit den Wahrscheinlichkeiten

P(X=1)=0.2, P(X=2)=05 und P(X =4)=0.3.
Dann ist

E(X) = 1-02+42-05+4-03 = 24
und

V(X) = (1-24)2-02+(2-24)%-05+(4—-24)2-03 = 1.24

Die Standardabweichung ist dann /V(X) = v1.24 ~ 1.11.

2. Zu einer Bernoulli-Zufallsvariable X mit den Werten 1, 0 und P(X = 1) = p, also
P(X =0)=1—p, ist

E(X) =1-p+0-(1-p) = p,
V(X) =(1-p)?p+(0—p* - (1-p = (1—-p)-p-(1-p)+p)

= (1=p)-p.

3. Ist X gleichverteilt auf [a, b], so ist

b
1 11 4 1 v —a? 1
E(X) = /x'b_adx = 3. 3%, = 3 = —(a+0b).

Satz 4.10

1. Ist X exponentialverteilt mit Parameter X\, so ist

EX) = - und V(X) = 2

2. Ist X normalverteilt mit Parametern p und o, so ist

EX) =p und V(X)) = o

Die Standardabweichung ist gleich o.
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Bemerkungen:

1. Der Erwartungswert gibt den Schwerpunkt an von

e Gewichten p(zy), die an den Stellen xj, positioniert sind (bei einer diskreten
Zufallsvariablen),

e der Wahrscheinlichkeitsdichte (bei einer stetigen Zufallsvariablen).
2. Die Standardabweichung ist ein Maf fiir die Streuung der Werte.

Die Varianz hat keine anschauliche Bedeutung. Mit ihr lasst sich aber besser rech-
nen.

Beispiel 3:

1. Bei den Werten aus Beispiel 2.1 ergibt sich bildlich mit Erwartungswert 2.4 und
Standardabweichung 1.11:

+1.11

4

0.5
-. 1
N
2.4

2. Bei einer Exponentialverteilung mit A = 0.5 ist der Erwartungswert gleich 2.0 und
auch die Standardabweichung gleich 2.0.

+2.0

2.0
Literatur: [Walz] 11.2; [Stingl] 11.8; [Leu] 12.4; [Brill] 15.3, 15.4; [SS] 11.4.2; [Pap3] IL.5
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4.4, Statistik

Oft hat man Situationen, in denen man die Parameter der zugrunde liegenden Verteilung
nicht kennt. Man kann dann Beobachtungen machen.

Definition 4.11
Zu einer Stichprobe bestehend aus n Beobachtungen x1,...,x, € R heifit

1 n
1.z = — Zxk Mittelwert der Stichprobe,
" k=1

1 n
2 . —\2 . .
2. % = — kg_l(xk —x)* Varianz der Stichprobe,

3. s=Vs? Standardabweichung der Stichprobe.

Bemerkung:

Oft markiert man bei einer Stichprobe den Mittelwert + Standardabweichung.

Beispiel 1:
Bei einem Biegeversuch wird gepriift, nach wieviel Biegevorgingen ein Material
bricht. Man erhélt folgende Zahlen:

100, 118, 97, 104, 112, 99, 109, 108, 103, 101.

Der Mittelwert ist 7 = %(100 + 118 + 97+ --- 4+ 101) = 105.1.
Fiir die Varianz ergibt sich s? = 43.2 und damit die Standardabweichung s = 6.6.

T*Es

Y
+

90 95 100 105 110 115 120

Bemerkung:

Manchmal betrachtet man auch den Median; das ist der Wert, so dass 50 % der
Stichprobenwerte unterhalb und 50 % oberhalb liegen.

In Beispiel 1 liegt der Median zwischen 103 und 104.

Der Median ist unempfindlich gegeniiber Ausreiern.

Kennt man die Art der Verteilung, aber nicht den Wert / die Werte der Parameter, kann
man Mittelwert, Varianz oder &hnliches zur Parameterschitzung nutzen.

4.4. Statistik



4. Wahrscheinlichkeit und Statistik 61

Satz 4.12

Bei immer grifier werdendem Stichprobenumfang zu einer Zufallsvariablen X gilt:

1. Der Stichproben-Mittelwert T konvergiert in gewissem Sinn gegen E(X).

2. Die Stichproben-Varianz s> konvergiert in gewissem Sinn gegen V(X).

Beispiel 2:
Eine Produktionstrafle soll 100 2-Widerstinde herstellen.

Die Produktion kann man als (u, 02)-normalverteilt modellieren. Durch Ziehen einer
Stichprobe kann man p ~ 7 und 02 ~ s? schiitzen.

Bemerkung:

Hat man eine diskrete Zufallsvariable mit den moglichen Ereignissen z1,...,zx
und kennt deren wahre Wahrscheinlichkeiten p(xy), so berechnet sich der Erwar-

N
tungswert E(X) durch E(X) = > zj - p(xg). Dabei bezeichnet N die Anzahl der

k=1
moglichen Ereignisse und jedes Ereignis kommt in der Summe nur ein Mal vor.

n
Bei der Berechnung eines Stichproben-Mittelwerts = = % >~ xp bezeichnet n die
k=1
Anzahl der Stichproben. Unter den z;, kénnen nun auch Wiederholungen auftreten.
Beispiel 3:
Eine Zufallsvariable X nehme die Werte 1, 2 oder 4 an mit den Wahrschein-
lichkeiten P(X = 1) = 0.2, P(X = 2) = 0.5 und P(X = 4) = 0.3. Dann
ist
E(X) =1-02+2-054+4-03 = 24.
Eine Stichprobe koénnte beispielsweise folgende zehn Werte liefern:

1, 4,2 2 1,2, 4, 1, 2, 4.

Der Stichproben-Mittelwert ist dann

1
7 = E.(1+4+2+2+1+2+4+1+2+4) = 2.3.

Literatur: [Walz] 11.3; [Stingl] 11.2; [Leu] 12.5.1; [Brill] 15.1; [Pap3] II1.2
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5. Informatik-relevante Themen

5.1. Volistandige Induktion

Prinzip der vollstindigen Induktion:
Sei A(n) eine von n € N oder n € Z abhiingige Aussage.
Kann man die Implikation (Folgerung) A(n) = A(n + 1) zeigen (Induktions-
schritt) und ferner zeigen, dass A(ng) gilt (Induktionsanfang), so gilt A(n) fiir

alle n > ng.
Beispiel 1:
Seien ag, a1, ... rekursiv definiert durch ag = 0, an4+1 = an + 2.
= a9 = 0,

ap = ap+2 = 042 = 2,
ar = a1+2 = 4,

aiz = 13-2 = 26
Vermutung: a,, = 2 - n.
Beweis mit vollsténdiger Induktion:
Induktionsanfang: ng =0
apg=0=2-0 v
Induktionsschritt (n — n+ 1):
Induktionsvoraussetzung (IV): a,, = 2n
Zu zeigen: an+1 = 2(n + 1).
Es gilt:

(pt1 P +2 Y oon 42 = 2(n+1).

Der Induktionsanfang ist wichtig! Sei beispielsweise by, b1, ... rekursiv definiert durch
bo = 1, bpt1 = by + 2. Dann kann der Induktionschritt genauso wie oben durchgefiihrt
werden, aber offensichtlich gilt nicht b,, = 2n.

Satz 5.1

n

. 1

Lp2togn = Yk = mEl
k=1

2
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Beweis (mit vollstindiger Induktion):

Induktionsanfang: n =1

! 1-(1+1)
;k =1l=—5—V

Induktionsschritt (n — n + 1):

n
: . _ n(ntl)
Induktionsvoraussetzung: kzl k=25
n+1
. 1)(n+2
Zu zeigen: > k= Mw
k=1
Es gilt:
n+1 n
. 1
Sk o= ( k>+(n+1) v n(7;+)+n+1
k=1 k=1

= (DT +(+1) = DG+ =

Satz 5.2 (Bernoulli-Ungleichung)
Fiir alle x > —1 und n € N gilt (1 4+ z)" > 1+ nx.

Beweis der Bernoulli-Ungleichung:
Sei x > —1 beliebig.

Induktionsanfang: n =1
(I+z) = 1+z>14+1-2
Induktionsschritt (n — n + 1):
Induktionsvoraussetzung: (1 + )" > 1+ nx
Zu zeigen: (1 +2z)"™1 > 1+ (n+1)z.
Es gilt:
(1+z)"™ = 14+2)" (1+2)

Induktionsvoraussetzung

> (14 nz)(1+2)
= 1+nz+2z+na?
= 1+ (n+ 1)z + na?

da nz? >0
> 14+ (n+1)z.

Literatur: [Walz] 1.4; [Sting]] 3.1; [Brill] 3.4; [Hart] 3.2; [SS] 2.4
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5.2. Quantoren

Zur abkiirzenden und pragnanten Formulierung benutzt man folgende Symbole:

V: Vo € M“ bedeutet: ,fiir alle z € M*
J: ,,dz € M“ bedeutet: ,es gibt mindestens ein x € M“

Man nennt diese Symbole Quantoren.

Bemerkung:

V und 3 sind nicht vertauschbar!
Beispiel 1:
»¥m € {Menschen} 3t € {Tage}: m wurde an ¢ geboren®

bedeutet: Fiir alle Menschen m gibt es einen Tag ¢, so dass gilt: m wurde an ¢
geboren, was offensichtlich richtig ist.

,Jt € {Tage} Ym € {Menschen}: m wurde an ¢ geboren® (k)

bedeutet: Es gibt einen Tag ¢, so dass fiir alle Menschen m gilt: m wurde an ¢
geboren, was offensichtlich falsch ist.

Die Negation einer Aussage A wird mit A, A oder !A bezeichnet.

Die Negation von Vo € M : A(z)“ ist ,3x € M : A(x) gilt nicht*:
(Ve e M:Ax)) <& dzxeM:-A(z).

Die Negation von ,, 3z € m : A(z)“ ist Vo € M : A(x) gilt nicht*:
“(Fxem:Alx)) <& VeeM:-Ax).

Entsprechend geht man bei mehreren Quantoren vor.

Beispiel 2:

Die Negation der falschen Aussage (x) von oben ist:
Vt € {Tage} 3m € {Menschen}: m wurde nicht an ¢ geboren.
Diese Aussage ist nun wieder richtig.

Beispiel 3:
Va € {Autos}: a ist rot oder a ist gelb.
Die Negation dieser falschen Aussage ist richtig:

Ja € {Autos}: a ist nicht rot und a ist nicht gelb.

Literatur: [Brill] 3.3; [Hart] 2.3
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5.3. Relationen

Definition 5.3
Seien M, N Mengen. Dann heifit

M x N := {(m,n)meM,ne N}

kartesisches Produkt von M und N, ensprechend fiir mehr als zwei Mengen.

Beispiel 1:
R? =R x R.

Definition 5.4

Seien M, N Mengen. Eine Teilmenge R C M x N heifit Relation.
Statt (x,y) € R schreibt man auch xRy oder R(x,y).

Beispiel 2:
1. R := {(x,y)|x <y} ist eine Relation auf R x R.

2. Sei M := {Matrikelnummern} und S := {Studierende} und B := {Biicher der
Bibliothek}. Man kann dann folgende Relationen betrachten:

e I'C M xS mit (m,s) €T < Student s hat die Matrikelnummer m.
Dabei gehort zu jedem Studierenden genau eine Matrikelnummer.
e R C Sx Bmit(s,b) € Ry < Student s hat aktuell das Buch b ausgeliehen.

Dabei kann es zu einem Studenten mehrere Biicher geben, aber zu einem Buch
maximal einen Studenten.

e Ry C S x B mit (s,b) € Ry < Student s hat irgendwann mal das Buch b
ausgeliehen.

Hier kann es nun zu einem Buch auch mehrere Studenten geben. Es ist R; C

Ry.

3. Sei M = {a,b,c,d} und N = {1,2,3,4}. Dann wird durch das folgende Bild eine
Relation R auf M x N beschrieben:

Es ist R ={(a,1),(b,1),(b,3),(d,3)} bzw. aR1, bR1, bR3 und dR3.

5.3. Relationen
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Bemerkungen:

1. Eine Relation R C M x N bezeichnet man auch als 2-stellige Relation. Entsprechend
heifit eine Teilmenge R C Mj X --- x M, n-stellige Relation.

2. Eine Abbildung/Funktion f: M — N kann man auch als Relation auffassen:
R = {(z, f(x))|x € M} C M x N.
Umgekehrt kann man eine Relation R C M x N, bei der es zu jedem x € M genau
ein y € N mit (z,y) € R gibt, als Funktion auffassen.

3. Ist M = N, so sagt man auch, R ist eine (binére) Relation auf M.
Beispiel 3:

) D)
Sei M ={1,2,3,4} und die Relation R auf M definiert
durch R = {(1,3),(1,4),(2,2),(2,4),(3,4)}.

3 — 4

R kann man auch durch ein Bild wie nebenstehend
beschreiben.

Definition 5.5
Eine Relation R auf M heifit

reflexiv & Ve € M : zRx
Ve,y,z € M : (zRy und yRz = xzRz)

transitiv &
symmetrisch = Vz,y € M : xRy = yRzx
=

antisymmetrisch < Vx,y € M : (zRy und yRx = z =y).
Bemerkung:
Stellt man sich eine Relation R auf M durch Pfeile dargestellt vor (vgl. Beispiel 3)
so gilt:

e R ist reflexiv < zu jedem Element gibt es einen Pfeil zu sich selbst.
In Beispiel 3 gibt es nur fiir 2 einen Pfeil zu sich selbst; also ist R nicht reflexiv.

e R ist transitiv < immer wenn es zwei Pfeile hintereinander gibt, so gibt es
auch einen direkten Pfeil.

In Beispiel 3 ist dies erfiillt: Es gibt Pfeile 1 —+ 3 — 4 und auch direkt 1 — 4
und Pfeile 2 — 2 — 4 und direkt 2 — 4. Weitere Pfeilketten gibt es nicht.

e R ist symmetrisch < zu jedem Pfeil gibt es den umgekehrten Pfeil.

In Beispiel 3 ist dies fiir keinen Pfeil auler 2 — 2 erfiillt; also ist R nicht
transitiv.
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e R ist antisymmetrisch < gibt es einen Hin- und einen Riickpfeil, so sind die
entsprechenden Elemente gleich.

Anders ausgedriickt: Zwischen zwei verschiedenen Elementen kann es nicht
Hin- und Riickpfeil geben.

In Beispiel 3 ist dies erfiillt.
Beispiel 4:

Auf R ist die Relation ,,<“ reflexiv, transitiv und antisymmetrisch, aber nicht sym-
metrisch.

Definition 5.6
Eine Relation auf M heifit Aquivalenzrelation < sie ist reflexiv, transitiv und
symmetrisch.

Beispiel 5:
1. Auf der Menge aller Menschen ist die Relation R, definiert durch

mi1Rmo :< mq und ms haben den gleichen Arbeitgeber,
eine Aquivalenzrelation.

2. Sei M :=7Z x (Z\ {0}). Auf M wird eine Relation R definiert durch

T Y1
($17$2) R (y17y2) = - = T,
Z2 Y2

also z.B. (3,2) R(6,4) (da 3 = %) oder (—3,2) R(30,—20) (da 32 = 2).
R ist eine Aquivalenzrelation.

Bemerkungen:

1. Eine Aquivalenzrelation verallgemeinert den Begriff der Gleichheit.

2. Ist R eine Aquivalenzrelation auf M, so kann man M in Klassen zerlegen:

Zum € M heiBt [m] = {x € M|xRm} Aquivalenzklasse.

Definition 5.7
Eine Relation auf M heifit Ordnungsrelation :& sie ist reflexiv, transitiv und
antisymmetrisch.

Beispiel 6:
Sei M die Potenzmenge von N : M = {X| X C N}. Dann ist die Teilmengenbezie-
hung ,,C“ eine Ordnungsrelation auf M:

5.3. Relationen
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¢« VXCN:XCX,
e VXY ZCN: XCYundY CZ = XCZ,
e VX YCN: XCYundYCX = X=Y.

Es gibt X, Y C N, die nicht vergleichbar sind, z.B. X = {1,3} und Y = {1,4}.

Definition 5.8
Ist R eine Ordnungsrelation auf M, so heifit dies auch Teilordnung. Gilt zuséitzlich
fir alle x,y € M, dass xRy oder yRz, so heifit R (totale) Ordnung.

Bemerkung:

Totale Ordnungen spielen beim Sortieren eine wichtige Rolle.

Analog zu Funktionen kann man Relationen verketten:

Definition 5.9
Seien R C M x N und S C N x P Relationen. Dann ist

SoR := {(m,p)lm e M,pe€ Pund In € N : mRn und nSp}

die Verkettung von R und S.

Beispiel 7:
M P

R S
Esist So R = {(b,p),(c,0),(c,q)}.

Beispiel 8:
Seien M = {1,2,3,4,5} und
R=1{(1,2),(2,3),(3,1),(5,1)}.
Dann ist Ro R = {(1,3),(2,1),(3,2),(5,2)}.
(Man muss sich jeweils immer zwei Pfeile
sentlanghangeln®.)

Bemerkung:
Die Schreibweise (Reihenfolge) S o R lehnt sich an die Schreibweise der Verkettung

von Funktionen an.

Statt R o R schreibt man auch R?, entsprechend R3 = R?o R, .. ..
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Definition 5.10

Sei R eine Relation auf M. Der transitive Abschluss RT von R ist die ,kleinste®
transitive Relation, die R enthélt.

Beispiel 9:
Zu R aus Beispiel 8 ist

RT = {(1,2),(1,3),(1,1)(2,3),(2,1),(2,2)
(3,1),(3,2),(3,3)(5,1), (5,2),(5,3)}.

Satz 5.11
Sei R eine Relation auf M. Dann ist

Rt = {(p,q)|FIn € N,3xg,...,zp, € M : p=xp, T, =q und
SL‘Z'R$Z'+1 ﬁi?"i:(],...,n—l}

= RUR*URU....

Bemerkungen:

1. R enthélt also die Paare (p, q), bei denen es einen , Weg® von p nach ¢ gibt.

2. Manchmal betrachtet man auch den reflexiv-transitiven Abschluss R*, die , kleinste*
transitive und reflexive Relation, die R enthilt. Es ist

R* = R"U{(m,m)|lm € M}.
3. Statt Abschluss spricht man auch von Hiille (transitive Hiille von R, reflexiv-
transitive Hiille von R).

Bemerkungen:

1. Sei M = N. Sei A(n) eine von n € N abhiéingige Aussage und
mRn < aus A(m) folgt A(n).

Dann gelten auch alle Folgerungen im transitiven Abschluss RT.

Beispiel 10:
Bei R ={(1,3),(3,5),(3,7),(5,10)}, also

A(l) = A(3), A(3)= A(5), A@3)= A(7), A(5)= A(10).
Dann gilt auch
A1) = A(5), A1) = A(7), A(1) = A(10), A(3) = A(10),

d.h., man hat Folgerungen fiir alle Paare aus R™.
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Hat man die Aussage A(myg) fiir ein mq gezeigt, so gilt A auch fiir alle n mit moR ™ n.

Beispiel 11:

Bei der vollstdndigen Induktion zeigt man A(n) = A(n+1) (Induktionsschritt),
hat also nR(n + 1). Der transitive Abschluss ist dann

Rt = {(m,n)lm < n}.

Insbesondere gilt 1R™n fiir jedes n. Wenn man nun noch zeigt, dass A(1) gilt
(Induktionsanfang), so gilt A(n) fiir alle n.

2. Sei ¥ die Menge von Buchstaben und ¥* die Menge aller daraus bildbaren Worte.

Man kann nun eine Teilmenge von giiltigen Worten dadurch definieren, dass man
bestimmte Worte als giiltig deklariert und Ableitungsregeln definiert.

Beispiel 12:
Sei ¥ = {a,b}, also z.B. ,,aababbba‘“, bbbaab“ec ¥*.

Giiltige Worte seien ,,a*, , b“ und das leere Wort ,,“, und, falls w ein giiltiges
Wort ist, so sollen auch awa und bwb giiltige Worte sein.

Damit erhilt man als giiltige Worte genau die Palindrome (vorwirts wie riick-
wirts gelesen gleiche Worte), z.B. jaaabaaa® oder ,,aabaabbaabaa“.

Dies kann man durch den transitiven Abschluss ausdriicken:

Durch die Ableitungsregeln legt man eine Relation R fest (im Beispiel 12 z.B.
saba“ R, aabaa* und ,aba“R, babab“). Samtliche mogliche Ableitungen, ggf. iiber
mehrere Schritte, erhélt man dann durch den reflexiv-transitiven Abschluss R*. Legt
man nun noch eine Ausgangsmenge ¥, von giiltigen Worten fest, erhilt man

Menge der giiltige Worte = {w € £* | Jwg € £ : woR w}.
Beispiel 13 (Fortsetzung von Beispiel 12):

Die Palindrome werden durch folgende Relation R festgelegt:

Ein Wort w € {a,b}* stehe in Relation zu awa und bwb, also
w R awa und w R bwb.

Als Ausgangsmenge von giiltigen Worten setzt man 3§ = {,,“, “a“, “b*}.
Damit ist {w € £* | 3wy € £ : woR*w} genau die Menge der Palindrome.

Im folgenden Bild sind die Worte aus %* mit weniger als fiinf Buchstaben
aufgelistet. Die Relation R ist mit Pfeilen gekennzeichnet und die giiltigen
Worte sind umrandet.
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Literatur: [Walz] 1.3; [Stingl] 1.3; [Brill] 4.1, 4.2, 4.3; [Hart] 1.2
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A. Erganzungen zu Differenzialgleichungen

In diesem Abschnitt werden verschiedene Loésungsverfahren fiir spezielle Klassen von
Differenzialgleichungen vorgestellt.

A.1. Trennung der Variablen
Bei Differenzialgleichungen der Form ¢’ = f(z) - g(y) kann man die Variablen trennen.
Beispiel 1:

J = ey = y@) _

Integration liefert dann

x

/ ZZI&) ds = [ s

Zo o

Durch Substitution ¢ = y(s), also dt = y/(s) ds, erhilt man

y(ﬂf)1 )
T
—dt = — =52
/ ¢ 2% 1oy
y(zo)
y(x) 1 1
1 t‘ = — —2% + Zx?
= n |t o) 5% + 50
Lo 1,
= Inly(z)| — In|y(zo)| = — 5" + 510
1 1
= ln’y(a:)‘ = —§I2+§x3+ln’y(xo)‘
e
= y(xr) = 4 e 3% HC = fef.em27
<~
d
= Losung: y(x) = d- e 2

Dieses Vorgehen bildet die Basis fiir die folgende Merkregel zur Losung von Differen-
zialgleichungen der Form 3’ = f(x) - g(y):
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Allgemein Beispiel
y = f(@)-9y) y=—z-y
a) Schreibe ¢’ = % % =—x-y
b) Trenne z und y % =—z-dz
c) Integriere beide Seiten (beachte eine J % =—[xdz
Integrationskonstante) Inly| = —122 + ¢
d) Lose nach y auf y(z) = L3 He
e) Bei gegebener Anfangsbedingung: z.B. y(0)=1:
Anpassung der Integrationskonstan- 1=y0) =+ = ¢c=
te. und ,,+“ )
2
— Losung: y(z) = e~ 2%
f) Test durch Einsetzen y(0) = e 2% =1 5 ABy
y =—3 22 e 2" =—x-y

Bemerkung:
Die Darstellung einer Losung mit Parametern (vor der Anpassung von Anfangsbe-
dingungen) nennt man auch allgemeine Lisung.

A.2. Homogene lineare Differenzialgleichungen erster Ordnung

Gegeben sei die homogene lineare Differenzialgleichung erster Ordnung:

vy +a(x)-y = 0.

Losung mittels Trennung der Variablen:

dy dy dy
— 4alz)-y = 0 == —= = —alz) y = — = — [ a(x)dx
4 Ta@) -y . (z)-y " (z)
———
—A(z)—c =A(x)+c
= Inly| = —(A(z)+c) = |yl = e

= y = te C.e 4@,
d
Test: Ist y(x) = ce= @) so folgt 3y = ¢ e=A®). (—a(x)), also

y/ + a(x) Yy = —c- e—A(m) 'a($) + a(x) -Ce_A(x) - 0.

Beispiel 1:
y=—x-y = y+ay=0asa(x) =2 = Ar)=j2*
1,2

= jede Losung hat die Form y(z) =c- e™2

A. Erginzungen zu Differenzialgleichungen



Anhang 74

A.3. Variation der Konstanten

Gegeben sei die inhomogene lineare Differenzialgleichung 1.0Ordnung:
y' +a(z)-y = fla)

Die homogene lineare Differenzialgleichung erster Ordnung ¢y’ + a(x) - y = 0 hat die
Losung y(z) = ¢ - e~ 4@ mit einer Stammfunktion A zu a.

Ansatz fiir eine Losung der inhomogenen Differenzialgleichung: ¢ = ¢(z) ist auch von z
abhéngig:

y(z) = c(x) - e AW,

Einsetzen ergibt dann

y'(@) +a(z) ylz) = (@) et e@)- e (—a(e)) +ale) - y(2)
Y

=d(z) 4@,

Die Differenzialgleichung ¢’ + a(x) - y = f(x) ist also erfiillt, wenn

c(x) - e AW = fx) & d(x) = flx)- A o c(r) = /f(a?) eA@) 4

gilt.
Beispiel 1:

v+aroy = z

Eine Losung der homogenen Differenzialgleichung 3/ +z -y = 0 ist y(z) = c- e~ 377,
1 1,2

Ansatz fiir eine Losung der inhomogenen Differenzialgleichung: y(x) = ¢(z) - e™ 2

Einsetzen:

r = y(x)+x-y(r)

= d(x e 2"’
= d(z) = zeta®’
= c(z) = eta?” 4o

Losungen der inhomogenen Differenzialgleichung sind dann:
1.2 1.2 1.2
x) = (e2” +c) ce 2" = 1 + c-e 27
y(@) ( - e
spez. Lsg. der inhom. DGL  allg. Lsg. der hom. DGL
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B. Ergdnzungen zur Fouriertheorie, Faltung und
Dirac-Funktion

B.1. Fourierreihe im Vektorraum

Sei V' der Vektorraum der stetigen Funktionen auf [0, 27]. Dann wird durch

27
(f.) = / (@) g@)de (f.geV)
0

ein Skalarprodukt auf V' definiert.

Die Integralbeziehungen zwischen sin(nx), sin(max), cos(nx) und cos(mz) besagen, dass
(bzgl. dieses Skalarprodukts) diese Funktionen orthogonal zueinander sind.

Wie kann man eine gegebene Funktion f € V moglichst gut (bzgl. des oben definier-
ten Skalarprodukts und dem damit verbundenen Abstands-/Langenbegriff) durch diese
Funktionen approximieren, z.B. durch ein g(z) = ¢1 + ¢3 cos(z) + ¢3sin(z)?

Den kleinsten Abstand zwischen f und g erhélt man, wenn der ,, Verbindungsvektor* f—g
senkrecht auf den , Richtungsvektoren* vi(x) = 1, ve(x) = cos(x) und vz(x) = sin(x)
steht, wenn also gilt

21

0= (f-gu) = /(f(ac)—(C1+CQCos(a:)+03sin(x)))-1d3:

0
27
= /f(x)dx—cl -2,
0

bzw. in Vektor-Schreibweise:

0 = (f—g,v1) = (f,v1) — (c1v1 + cava + c3v3,v1)

= (f,v1) — (01 (v1,v1) +c2 (va,v1) +c3 (vg,m)) = (f,v1) — 1 - 2m,
=27 =0 T
und
27
0 = (f-gv2) = / (f(2) = (e1 + ¢ cos(z) + cgsin(z))) - cos(z) dz

27 ’ 27

= /f(a:) cos(x)dx — / (c1 - cos(x) + g cos(z) - cos(z) + cgsin(z) - cos(x)) dz
0 0
2m

= /f(:c) cos(x) dr — cam,

0
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bzw. in Vektor-Schreibweise:
0 = ((f—g)v2) = (f,v2) — (c1v1 + cov2 + c3v3, V)

= (f,v2) — (e1 (v1,v2) +c2 (v, v2) +e3 (v3,02) ) = (f,v2) —ca-,
=0 =7 =0

und dhnlich
0 = ((f—9)v3) = (f,v3) — {c1v1 + cova + c3v3,v3)
= (f,v3) — (c1 (v, v3) +c2 (v2,v3) +c3 (vg,v3) ) = (f,v3) —c2-,
—— —— ———

=0 =0 =7
also
1 27 1
o = g [ @i = (o)
0
27
1 1
6 = Wo/f(x)cos(a:)dx = oo
2m
ey = 7f_/f(m) sin(z)dz = <v3,11}3> (f,v3),
0

d.h., die optimale Approximation ist genau die (abgeschnittene) Fourierreihe.

Die Fourierreihe einer Funktion f ist also die Darstellung der Funktion bzgl. der ,, Basis-
vektoren® 1, cos(nx) und sin(nx). Die Fourierkoeffizienten ergeben sich als Skalarprodukt
von f mit diesen Basisvektoren.
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B.2. Diskrete Fouriertransformation
B.2.1. Nachweis der gelingenden Hin- und Riicktransformation

Seien C bzw. D die Matrizen zur Hin- bzw. Riicktransformation und w = e]%r wie in
Abschnitt 3.3. Ferner sei e,,, das Element in der m-ten Zeile und n-ten Spalte von D-C.
Dann ist

N-1 N-—
1 . . 1
Cmn = N wk ™" k — N
k=0 k=0

—

m—n

Firn=mist w =w’ =1, also ey, = 1.

Fir n # m ist w™ ™ # 1 und man erhélt als Partialsumme der geometrischen Reihe
und wegen w? =1

1= (w1 — (W)™ 1-1
Cmn = T _gmen T T 1_gmen . T—gmon 0

Also ist D - C die Einheitsmatrix.

B.2.2. Fast-Fourier-Transformation
Die Idee der Fast-Fourier-Transformation ist ein geschicktes Aufteilen in die gerade bzw.
ungerade Summanden und der Vergleich der Berechnungen zu ¢, und ¢, ny,.

Sei N = 2M. Eine Aufteilung der Summation bei der Berechnung von ¢, in die gerade
bzw. ungerade Summanden fithrt zu

1 N/2—1 N/2—1 ) (2 H
: (254
= (3 e L )
7=0
2M/3—1 2M /31 .
. . T J
= 0 - eI 2M _|- 0] € nT)
\/T ( Z fai Z P+
M—-1
1 ( 1 2w . 2m 1 o
= . —— f2-. e "M 4 e I"N f2 i1 - e_ M )
V2 \VM ;) ! VM =
=:Cgn = Cyn

Dabei sind ¢4, bzw. ¢, die Fouriertransformierten der geraden bzw. ungeraden Daten-
punkte fo; bzw. foj41 (j =0,... M).
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Die e-Faktoren bei der Berechnung von ¢y, und cg 4 v bzw. ¢y, und ¢, 4 s sind gleich,
denn

DB T MR B it o inZ
Man braucht also nur ¢y ,, bzw. ¢ fiir m = 0,..., M — 1 berechnen und kann damit
alle ¢,, n=20,..., N — 1 berechnen durch
1 2o 270 1 s 2m
—im?2m — M)2x
Cm = ﬁ ’ (Cg,m + e JmNCu,m)a Cm+M = E ’ (ngm + ¢ ImHM)R Cu,m)‘

Der Aufwand bei N Datenpunkten entspricht also der Berechnung von zwei Fourier-

transformationen mit je % Datenpunkten und anschlieffend einem linearen Aufwand zur

Berechnung der tatsédchlichen Koeffizienten.

Fiithrt man dies rekursiv fort, erhiilt bei N = 2* also einen Aufwand von

0(N+2-<g+2.(%+2-(...+2.(1)...)>> — O(N-k) = O(NlogN).

Bemerkung:

Auch der mittlere Faktor transformiert sich ,,schén“:

eI mAM)AT _ —imBE | SIM gy mimR L T - _ omimR
Also ist
1 2o 270
2
Cm+M = ﬁ : (Cg,m —e! NCu,m)-

In der Matrix C' (und auch D) entsprechen sich also die Zeilen m und m + M: Die
Eintrége in den geraden Spalten sind gleich, die in den ungeraden mit umgekehrtem
Vorzeichen.
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B.3. Die Faltung

Viele technische Prozesse stellen eine Uberlagerung dar, z.B. das Empfangssignal g(t)
bei einem gesendeten Signal f(¢) und einer Impulsantwort h(t).

Beispiel 1:
Bei einem Echo an drei verschiedenen Orten und den damit verbundenen unter-

schiedlichen Laufzeiten tg,t1,to und Dampfungen hg, ki, he ergibt sich bei einem
Eingangssignal f(t) der Form

das Empfangssignal durch
g(t) = ho- f(t—to) +hi- f(t—t1) +he f(t—t2).
ho - f(t —to)

/\/\

hy- f(t—t1)

~ N\

hy - f(t —t2)

Man kann g (auch bei noch mehr ,Echos®) darstellen als

g(t) = D _h(ty) - f(t—ty).

In einer kontinuierlichen Modellierung ist

g(t) = /h(T) - f(t—7)dr.
0
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Definition B.1
Die Funktion

J1* fa(t) /fl fa(t—1)d

heifit Faltung von fi und fs.

Die Faltung kann man sich auch verbildlichen als ein Aneinander-Vorbeischieben von f;

und (dem gespiegelten) fa:

Beispiel 2:
fi(t) f2(t)
1 1
R I
fi(7) J1(7)
ey T pa-n !

—‘2 —‘1 | i 2 3 ér -2 —‘1 | 1 é é Zr
f1 % f2(0 ffl —7)dr=0 fi=* fa1 f fi(r) - fo(1—=7)dT =0
) fi(7) ) J1(7)
| | | f2§2_7\-) | | | : Il f2€3_7\-)
o1 b1 2 3 4 o1 b1 2 3 a4
fl*fQ ffl f2 2—7’)(317':075 fl*f2 ffl T)dT:1
) f1(7) . f1(7)
| | f\2(4_7—) | | | | | f2(5_7—) L
o1 b1 92 3 o4 o1 b1 2 3 4

f1* f2(4 ff1 —7)dr=1 f1x fa(b ffl ) fo(5—7)dr =0.25
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Anhang
1 fi(7)
f2(6 7/
—‘2 —‘1 1 2 5’) ér

Fu # f2(6) = _7‘0 FU(7) - fa6 — 1) dr = 0

Man erhélt damit folgenden Verlauf von fi * fa:

Satz B.2
Die Faltung ist kommutativ, d.h., es gilt f1 % fo = fox* f1.

Bemerkung:
Stellt man sich die Faltung wie oben durch Ubereinanderschieben von f; und dem

gespiegelten und verschobenen fy vor, so ist Satz B.2 versténdlich, denn man erhélt
die gleiche Flache, wenn man statt fo die Funktion f; spiegelt und verschiebt:

Ji(7) i3 —=1)
1 —
e Nl
‘ L 12 3

_}o A(T) - fo(3—r)dr =1

Rechnerisch gilt

fixfot) = fi(r) - folt —7)dr

t—T==2x

o / fi(t - ) - fol) (~dz)

_ / fo(x) - f1(t — x)dw = fax fi(t).
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Bemerkung:
Faltungs-Gleichungen kann man mit Hilfe der Laplace-Transformation l6sen.

Beispiel 3:
Gesucht ist eine Funktion f(¢) mit
f(t) x (cost) = t.

(Dabei werden die cos-Funktion und die rechte Seite nur fiir ¢ > 0 betrachtet
und fiir ¢ < 0 als Null angesehen.)

FEine Transformation in den Laplace-Bereich fiihrt mit

S
fo—e F, costo—om, to—og

und, da eine Faltung zu einer Multiplikation wird, zu

s 1 241 1 1

F(S)m:? = F(S): 33 :g‘i‘?

Zuriick transformiert ergibt sich als Losung

_ 1o
f#) = 1452

Bemerkung:

Eng verwandt mit der Faltung ist die Kreuzkorrelationsfunktion
[ee]
K(t) = / (7 - Folt + 1) dr.
—00

Bei f = fi = fo nennt man dies auch Autokorrelationsfunktion.
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B.4. Die Diracsche-o-Funktion

Die Diracsche-d-Funktion soll Vorgédnge wie einen Schlag oder einen kurzen heftigen
Impuls modellieren. Man kann sie sich als Grenzwert von Funktionen vorstellen:

10 »00"

I\

1 0.5 0.1 |

Definition B.3

Die Diracsche-6-Funktion hat ,iiberall den Wert 0 aufler bei ¢ = 0, wo sie so

unendlich ist, dass ihr Integral 1 ergibt“: [ §(¢)d¢ = 1.

Eine solche Funktion existiert nicht im klassischen Sinn. Die Mathematik erlaubt im
Kontext der sogenannten Distributionentheorie eine exakte Definition. Man sagt daher
auch (richtiger) Diracsche-6-Distribution. Aber auch ohne die entsprechende Theorie
lasst sich mit der Diracschen-d-Funktion anstdndig rechnen. Wichtig ist dabei, dass die
d-Funktion eigentlich nur im Zusammenhang mit Integralen einen Sinn macht, wo die

Eigenschaft [ §(t)dt =1 genutzt wird.

Satz B.4
1. Die 6-Funktion ist eine gerade Funktion: 6(t) = 0(—t).
2. Fiir eine stetige Funktion gilt

F()-6(t) = F(0)-8(t) und / 5(t)- f(t)dt = f(0).

3. Fiir die verschobene Delta-Funktion dy,(t) = 6(t — to) gilt

f(t) ) 5150 (t) - f(tO) : 5t0 (t)

und

/ () f(t)dt = / 5t —to) - F()dt = f(to).
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Bemerkungen:

1. Dass die §-Funktion gerade ist, ist als Grenzwert der geraden Spitzenfunktionen
plausibel.

2. Satz B.4,2., ist verstindlich, wenn man sich §(¢) als Grenzwert von ,,Spitzen“ wie
im Bild S. 83 vorstellt: Da f stetig ist, hat f in der Ndhe von 0 Werte, die ungefiahr
gleich f(0) sind. f(t) - 6(¢) ergibt sich daher als Grenzwert von Spitzen, die jeweils
mit ,ungefihr f(0)*“ multipliziert werden. Es ergibt sich eine ,,Funktion“, die iiberall
den Wert 0 hat auﬁer bei t = 0, wo sie ,,f(0)-unendlich® ist, so dass ihr Integral

gleich f(0) ist: f f(t) = f(0). 5(t — to)
3. Bei 6(t — to) ist die ,,Spitze* verschoben und liegt nun bei ty,

so dass bei f(t) - 0(t — to) der Wert von f an der Stelle ¢t — g
,herausgefiltert“ wird. | to

Bemerkung:

Die d-Funktion kann man auch als Ableitung der Heaviside-Funktion

1, fallst >0 1]
H(t) _ s alls s
0, fallst <0,

ansehen in dem Sinn, dass man H aus ¢ durch Integration wieder zuriick erhélt:

t

= / §(r)dr

Bemerkung (Dirac-Funktion und Faltung):

Fiir die Faltung von § mit einer stetigen Funktion f gilt
/f 5(t—7)d 5gerade/f S(r—t)dt = f(b).

Die Faltung mit der verschobenen Delta-Funktion d,(t) = 0(¢t — to) greift entspre-
chend auf die verschobene Stelle t — ¢y zu:

Satz B.5
1. Fiir die Faltung von 0 mit einer stetigen Funktion f gilt f =6 (t) = f(t).

2. Fir die Faltung der um ty verschobenen Delta-Funktion 0, (t) = d(t—to) mit einer
stetigen Funktion f gilt f * dy, (t) = f(t — to).
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Beispiel 1:

Die Uberlagerung der Echos in Beispiel 1, Abschnitt B.3 (Seite 79), kann man

beschreiben als Faltung von f mit
h(t) = hod(t —to) + hid(t —t1) + had(t — t2)
= hodt,(t) + h10g, (t) + hade, (1),
denn
fxh(t) = fx*(hodt + h16s, + hady,) (t)
= [ (hodyy) (t) + f  (hady,) (8) + f * (h2dy,) (1)
= ho - (f *0t) (¢) + b - (f #64,) (8) + ho - (f % 6t,) (2)
= hof(t —to) + haf(t —t1) + haf(t —t2).

Bemerkung (Dirac-Funktion und Fourier-Transformation):

1. Nach Satz B.4 gilt:
/(5(15)- e Wtdt = 0 = 1 also F(§) =1

2. Fir die inverse Fourier-Transformation gilt

1
T 2

i ! jwt _ = jw0 __ i —1 =
2F/5(t)eldt2ﬂe~' f2,also]-"((5)f )

Damit folgt F (5) =6, also F(1) = 270.

Interpretation: Eine konstante Funktion besitzt nur die Frequenz 0.

3. Eine Fourier-Reihe kann man als Spezialfall einer Fourier-Transformation mit ,,Dirac-

Stoen® an Stelle der Fourierkoeffizienten auffassen.

Beispielsweise gehort zur ,,Frequenz“-Funktion

Gw) = S(w+k)+6w—k) = d_p(w)+oh(w)

nach Satz B.4 die ,,Zeit“-Funktion |
gt) = S (6_k(w) + d(w)) - e ¥ dw
27 —k
= L eitmt ik
27
1
= ?(cos(kt) + jsin(kt) + cos(—kt) + jsin(—kt))
i
1
= - kt).
7TCos.( )
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ai ai

Mit entsprechend symmetrisch angelegten ,,Dirac-
StoBen“ kann man also eine Fourierreihe dar-
stellen.

as as
-3 -2 -1 1 2 3

Bemerkung (Dirac-Funktion und Laplace-Transformation):
Fiir die Laplace-Transformation gilt entsprechend L(¢§) = 1.
Achtung:

Bei Anwendung der Definition erhélt man

LEG)(s) = / 5(t) - e dt. |
0

Der Wert 1 ist hier als rechtsseitiger Grenzwert von e~ sinnvoll. Als linkssei-

tiger Grenzwert hiitte aber auch 0 oder der Mittelwert % vorkommen kénnen.

Beim Gebrauch der §-Funktion muss man also vorsichtig sein.

st
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C. Tabelle Standardnormalverteilung

Wahrscheinlichkeitswerte zur Standardnormalverteilung (sog. Verteilungsfunktion)

d(x) = /x

T H -0 1 -2 -3 o4 -5 -6 T -8 -0
0,0 || 0,50000 0,50399 0,50798 0,51197 0,51595 0,51994 0,52392 0,52790 0,53188 0,53586
0,1 ] 0,53983 0,54380 0,54776 0,55172 0,55567 0,55962 0,56356 0,56749 0,57142 0,57535
0,2 || 0,57926 0,58317 0,58706 0,59095 0,59483 0,59871 0,60257 0,60642 0,61026 0,61409
0,3 | 0,61791 0,62172 0,62552 0,62930 0,63307 0,63683 0,64058 0,64431 0,64803 0,65173
0,4 | 0,65542 0,65910 0,66276 0,66640 0,67003 0,67364 0,67724 0,68082 0,68439 0,68793
0,5 | 0,69146 0,69497 0,69847 0,70194 0,70540 0,70884 0,71226 0,71566 0,71904 0,72240
0,6 || 0,72575 0,72907 0,73237 0,73565 0,73891 0,74215 0,74537 0,74857 0,75175 0,75490
0,7 || 0,75804 0,76115 0,76424 0,76730 0,77035 0,77337 0,77637 0,77935 0,78230 0,78524
0,8 || 0,78814 0,79103 0,79389 0,79673 0,79955 0,80234 0,80511 0,80785 0,81057 0,81327
0,9 | 0,81594 0,81859 0,82121 0,82381 0,82639 0,82894 0,83147 0,83398 0,83646 0,83891
1,0 || 0,84134 0,84375 0,84614 0,84849 0,85083 0,85314 0,85543 0,85769 0,85993 0,86214
1,1 || 0,86433 0,86650 0,86864 0,87076 0,87286 0,87493 0,87698 0,87900 0,88100 0,88298
1,2 || 0,88493 0,88686 0,88877 0,89065 0,89251 0,89435 0,89617 0,89796 0,89973 0,90147
1,3 || 0,90320 0,90490 0,90658 0,90824 0,90988 0,91149 0,91309 0,91466 0,91621 0,91774
1,4 | 0,91924 0,92073 0,92220 0,92364 0,92507 0,92647 0,92785 0,92922 0,93056 0,93189
1,5 || 0,93319 0,93448 0,93574 0,93699 0,93822 0,93943 0,94062 0,94179 0,94295 0,94408
1,6 || 0,94520 0,94630 0,94738 0,94845 0,94950 0,95053 0,95154 0,95254 0,95352 0,95449
1,7 || 0,95543 0,95637 0,95728 0,95818 0,95907 0,95994 0,96080 0,96164 0,96246 0,96327
1,8 || 0,96407 0,96485 0,96562 0,96638 0,96712 0,96784 0,96856 0,96926 0,96995 0,97062
1,9 || 0,97128 0,97193 0,97257 0,97320 0,97381 0,97441 0,97500 0,97558 0,97615 0,97670
2,0 || 0,97725 097778 0,97831 0,97882 0,97932 0,97982 0,98030 0,98077 0,98124 0,98169
2,1 | 0,98214 0,98257 0,98300 0,98341 0,98382 0,98422 0,98461 0,98500 0,98537 0,98574
2,2 | 0,98610 0,98645 0,98679 0,98713 0,98745 0,98778 0,98809 0,98840 0,98870 0,98899
2,3 | 0,98928 0,98956 0,98983 0,99010 0,99036 0,99061 0,99086 0,99111 0,99134 0,99158
2,4 | 0,99180 0,99202 0,99224 0,99245 0,99266 0,99286 0,99305 0,99324 0,99343 0,99361
2,5 | 0,99379 0,99396 0,99413 0,99430 0,99446 0,99461 0,99477 0,99492 0,99506 0,99520
2,6 || 0,99534 0,99547 0,99560 0,99573 0,99585 0,99598 0,99609 0,99621 0,99632 0,99643
2,7 | 0,99653 0,99664 0,99674 0,99683 0,99693 0,99702 0,99711 0,99720 0,99728 0,99736
2,8 | 0,99744 0,99752 0,99760 0,99767 0,99774 0,99781 0,99788 0,99795 0,99801 0,99807
2,9 | 0,99813 0,99819 0,99825 0,99831 0,99836 0,99841 0,99846 0,99851 0,99856 0,99861
3,0 || 0,99865 0,99869 0,99874 0,99878 0,99882 0,99886 0,99889 0,99893 0,99896 0,99900
3,1 ] 0,99903 0,99906 0,99910 0,99913 0,99916 0,99918 0,99921 0,99924 0,99926 0,99929
3,2 | 0,99931 0,99934 0,99936 0,99938 0,99940 0,99942 0,99944 0,99946 0,99948 0,99950
3,3 | 0,99952  0,99953  0,99955 0,99957 0,99958 0,99960 0,99961 0,99962 0,99964 0,99965
3,4 | 0,99966 0,99968 0,99969 0,99970 0,99971 0,99972 0,99973 0,99974 0,99975 0,99976
3,5 | 0,99977 0,99978 0,99978 0,99979 0,99980 0,99981 0,99981 0,99982 0,99983 0,99983
3,6 | 0,99984 0,99985 0,99985 0,99986 0,99986 0,99987 0,99987 0,99988 0,99988 0,99989
3,7 1 0,99989 0,99990 0,99990 0,99990 0,99991 0,99991 0,99992 0,99992 0,99992 0,99992
3,8 11 0,99993 0,99993 0,99993 0,99994 0,99994 0,99994 0,99994 0,99995 0,99995 0,99995
3,9 1 0,99995 0,99995 0,99996 0,99996 0,99996 0,99996 0,99996 0,99996 0,99997 0,99997
4,0 || 0,99997 0,99997 0,99997 0,99997 0,99997 0,99997 0,99998 0,99998 0,99998 0,99998

t2
e 2 dt.

1
2T

Ablesebeispiel:
Der Wert zu x = 1.96 steht in der Zeile 1.9 und Spalte -, -6, also ®(1.96) ~ 0, 97500.

Fir z <0 gilt ®(z) =1 — &(|z]).
(In Excel erhélt man die Werte durch STANDNORMVERT (x).)

C. Tabelle Standardnormalverteilung
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